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《 法兰西 数学 精品 译 从 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 AE h, —H eu 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作 烂 的 星斗 发 射 着 
Yeu pce, VIDA INE 各 种 专著 及 种 
í in 括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 其 
卡 、 达 天 贝尔 、 拉 Eur , 健 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 
伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 he — SP BRIS NIAE IE EOM US 
=, wai ake rem diis esa 由 于 他 们 的 出 色 
LER ASEAN, oo 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 传 
统 和 独特 的 风格 ”一 G Ko) Ste 

我 国 的 现代 数 sen ERRARE 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长, 终 能 在 20 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 We IRE ye A 实现 了 跨越 式 的 
发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗, 根源 于 我 们 国家 
综合 国力 不 断 提高 所 提供 的 有 力 支撑 , 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根 
源 于 很 多 国际 数学 界 同 仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 
以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无比 活力 和 优秀 传统 
对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 . 足以 
证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 
的 栽培 和 法 兰 西 数学 传统 和 风格 的 震 陶 与 感召 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 
法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 


由 于 请 言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 


.ii . 《法 兰 西数 学 精品 译 从 》 序 


教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西数 学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享有 盛 状 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻 译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数 学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 
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1. 作为 开始 ， Pain Re Re 
设 Q 是 Rr (在 应 用 中 ， nN 是 光滑 的 . 在 


Q 内 , 对 于 + 上 > 0, 考察 波动 方程 Siew = y(x, t) 满足 


a ENAS. So SS (1) 


假设 在 边界 T So CN = v(x, t), 我 们 能 以 如 下 的 方 
xk, ee 


eR Ts (2) 
此 外 ， ft S xe 


D: 2.50)-y() 在 中 内 (3) 


(az, 0) 
所 研究 的 问题 如 下 : SN T > 0. 对 于 在 一 个 合适 的 空间 中 给 出 的 所 有 数 
对 (9,13, 能 否 找到 一 个 控制 v, 使 得 者 y = yla, t) 是 问题 (1) (2) (3) 的 解 , 我 们 有 


y(2,T) = 于 (z,T)=0 在 OW. (4) 


如 果 这 是 可 能 的 , 那么 我 们 称 系统 在 T 时 刻 精 确 能 控 
注 1 ”由 于 波 的 传播 速度 有 限 , 很 明显 地 (具体 细节 参见 后 面 第 一 章 ), 系统 (1) 
(2) (3), 只 有 当 T 是 足够 大 时 , 才 有 可 能 是 精确 能 控 的 
注 2 ”前 面 对 问 题 的 表述 是 模糊 的 : 实际 上 , 需要 明确 在 什么 泛 函 空间 中 选取 
初始 值 (uf, y! ). 这 是 一 个 本 质 性 的 问题 , 它 将 是 后 面 很 长 的 讨论 的 目标 . : 


注 3 ”表述 中 需要 澄清 的 另 一 个 模糊 之 处 是 , 我 们 在 什么 泛 函 空间 中 选取 控制 
g 


v? 


注 4 这 种 问题 的 应 用 价值 是 显而易见 的 : 我 们 寻找 一 个 控制 , 它 从 (9,1) 出 
发 , 在 了 时刻 将 系统 带 到 平衡 状态 . 
自然 地 , 考虑 到 线性 性 质 , 我 们 同样 可 以 将 系统 在 T 时 刻 带 到 一 个 希望 的 状态 


y(z,T) =2%(2), D s, T) = 2 (2). (5) 


显然 , 事先 要 在 一 个 合适 的 泛 函 空间 中 选取 20, 2 (与 初始 值 (9, y!) 在 同一 个 空间 ， 
那 就 完美 了 ) " 


注 5 在 应 用 中 , 这 种 我 们 外 iE HAT EA —— 
因而 , 实际 上 本 质 的 问题 是 这 样 的 : RA _ 我 们 对 系统 施加 作 
用 的 方式 为 : 


» CS S 
而 我 们 提出 的 要 求 同 前 面 
这 就 是 对 vJmnT—^44 

A P (7) 


B 
it 6 RSV SS 如 果 问 题 在 T 时 刻 是 精确 能 控 
和 


的 cmn "TR 穷 个 控制 v 能 解答 这 个 问题 ， 


ui RN 使 得 对 于 给 定 的 《yo, 好 }，( 人 ) RE). (8) 
能 否 选 取 一 个 "提升 


(6) 


v = v(y?,y?) (9) 
使 得 在 一 个 合适 的 拓扑 下 , 映射 
{y°,y7} — v(y?, y!) | (10) 
是 连续 的 ? 
FXE, 就 是 这 个 问题 引导 出 了 我 们 现在 所 阐述 这 些 求解 方法 . 


2. 寻找 “提升 ” 的 直接 求解 法 
回 到 系统 (1) (2) (3), 并 由 (8) 定 义 Una (允许 控制 集 ). 


引 


m 
Co 


先 验 地 , 假设 : 
v € D? (X). (11) 
这 里 它 只 是 一 个 选择 . 可 能 有 很 多 其 他 的 选择 . 所 有 这 些 会 在 第 一 章 (以 及 以 后 
的 各 章 ) 中 详细 地 检查 . 那么 , 很 自然 地 , 要 考察 下 面 的 , 也 是 “经 典 的 ”, 最 优 控制 问 
题 : 记 , 
= 2 
J(u) =3 [ Paa (12) 
为 代价 函数 . 我 们 求解 
inf J(v), v E€ laa. (13) 
当然 , 只 有 当 Ua 是 非 空 时 , 这 个 问题 才 有 意义 , 也 即 , 假设 问题 是 精确 能 控 的 ; 
但 是 目前 承认 这 个 条 件 , 我 们 能 从 (13) 中 得 出 什么 —— 常 感 兴 趣 ， 自 
然 的 问题 应 该 是 这 样 的 : 问题 (13) QUAS 们 能 否 用 一 个 优化 系统 


来 刻画 u, 并 且 由 此 能 否 得 到 满足 (10) 的 提升 ? E 
在 此 , 优化 系统 (简写 为 8.0.) Re J-L. LIONS 
l1] 中 的 一 样 . 为 了 求解 优化 系统 , 一 NER 


Je(v,2) — 2e t+ ores (14) 


其 中 2 = 22 Pe 
在 (14) 中 , Bt 


XS 
在 xL, 


NS " 
NE P G0-y 在 Q 内 


Az 
AX (2,T) =0 TEQW 


均 成 立 . 在 本 引言 中 , 我 们 试图 阐明 我 们 的 一 般 思 路 , 这 个 思路 引导 出 了 我 们 在 本 书 
中 所 介绍 的 一 般 方法 . 因而 , 考察 下 面 的 问题 


inf Je(v,z), v, z 满足 (15). (16) . 


这 个 问题 存在 唯一 解 | 
Ue, Ye- (17) 
如 果 问 题 是 精确 能 控 的 , 那么 Usa JESS. 假如 我 们 选取 : 


v EUa, z= y(v) = (1) (2) (3) 的 解 ， (18) 


J (v, y(v)) = J(v), © (9) 


inf Je(v, z) S inf J(v), v € Usa. (20) 
由 (20) 可 以 推出 


lwell zz05) € C, 
ly? — Avellza(qy € C v6, 


这 里 C 是 一 个 不 依赖 于 e 的 常数 . 
于 是 可 以 抽取 一 个 子 序列 , 仍 记 为 ue, 使 得 


Ue — & TE L?(X) m De (22) 


i SS Pas 
给 出 | 
lim inf J, SR lim i em > QR (23) 


= inf J(v),v € Ua, 


与 (20) 比较 , 我 们 看 
由 此 
Ue — u Quan, u 是 (13) 的 解 . (24) 


现在 我 们 要 iS d 名 


Ng? — S (25) 
我 们 有 Oe SS 

Š Re’ — AC)dadt + j uevdl'dt = 0. (26) 
VC, v 满足 


C" — AC € D*(Q),C(2,0) = C (2,0) = C, T) = C(s, T) -0. 在 9 内 ， 
¢=v EXE. 
FH (26) 及 (27) 可 以 推出 
-Ape=0 在 Q=Qx(07) 内， 
Pe = 0 fr x 上， (28) 


OPe = Ue ÆDE. 
Ov 


(21) 


那么 


(27) 


引 


‘| Oi} 


5e 


我 们 到 了 一 个 关键 点 . 在 Q E, 我 们 有 一 族 波动 方程 的 解 , 使 得 Cauchy ff pe, 705 
落 在 LD) x LE) 的 一 个 有 界 集中 . 
一 般 来 说 , BL o 为 下 面 问题 的 解 


$9" — Aó —0 在 9 内， 
$=0 xd (29) 
6(2,0)= 0), Eeee) 在 Q 内 ， 
引进 
IG" Ye = Cf (BY aran. (30) 


就 是 这 个 式 子 , 若 T 充分 大 , 是 关于 初始 值 (40, NNN (BOKER — 
章 中 着 重 细 化 ), 因为 , 若 A, Hle = 0, 那么 SS 


os : AR So 
因而 Cauchy fH ¢ Æ — is TE X) ae: AD Sen 0 (Holmgren 


Ov 


ME BERN D." S 
i, ila Që bo 结构 ， 


因而 , 存在 一 个 Hilbert F CXS QAM 章 中 很 轻易 地 给 出 ), 使 得 
对 于 问题 (28) < 


A. | (31) 
vu E ana (在 此 , 我 们 不 细 化 这 个 拓扑 ). 因此 


化 ) 状态 , 那么 存在 p, 满足 


得 到 , Æ u Æ (13 KS THh 
Sov UD yt qeu 在 2 上 ， 
= if OP s 32 
p'—^p-0 0, P y Æ XL, (32) 


y(T) =y'(T) - 0 


(在 此 , id y(0) = y(z,0), (T) = ylz, T), FF). 
由 此 , 我 们 导出 了 一 个 算法 . 
我 们 从 下 面 的 方程 开始 


o" E Ad = 0, (0) = $9, $' (0) = pt, Q =0 在 2 JE (33) 
对 于 给 定 的 (09,91), 这 定义 了 9. 那么 我 们 求解 
V-Ap-0, T)-V(r)-0, p=% 在 2 上 (34) 


(45, 9^) — {H(0), v/(0)). 


考察 方程 
K(45,9 ) = (y^, y). (35) 
由 (32) 可 知 , 存在 一 个 解 , 它 恰 好 就 是 
9? =p(0), ¢ =p'(0). (36) 
此 外 , 可 以 证 明 解 的 唯一 性 . 
所 有 的 事情 都 归结 为 算 子 K BR. | 
注 7 ”实际 上 , 由 于 技术 上 的 原因 ， — 定义 为 
Ag, pġ} = S (0)&-9X0)) (37) 
FERME S 
ME, ENTE PPK SN (38) 
当然 , 这 样 又 回 到 与 (35) vere " 
注 8 总 之 ,我们 所 介绍 究 的 ANS 
a) 一 个 唯一 性 定理 . eu 这 众 kem 能 够 引入 一 个 由 (30) 给 
出 的 (新 的 ) pres a ean) 
b) 由 唯一 性 Se。 
x Em 们 将 看 到 这 是 肯定 的 : 此 外 , 前 面 的 罚 
PRBS FE th, Tì 
rine ON bert Uniqueness Method) 作为 本 书 所 研究 


的 方法 的 术语 . xs 
3. 前 面 的 方法 将 以 式 进行 演示 


续 的 各 章 将 针对 众多 其 他 显然 ， 实际 上 ， p e 这 个 方法 具 
有 很 强 的 可 塑性 和 很 强 的 普遍 性 : 从 唯一 性 定理 出 发 ， LANE Hilbert 
结构 . (例如 在 (30) 中 , 实际 上 , 可 以 用 任何 其 他 的 Hilbert 范 数 来 蔡 代 2 9 ttj L?(3)) 
范 数 . 甚至 可 以 选取 一 个 上 的 Banach 空间 的 范 数 !) 并 且 , 我 们 还 能 能 考察 不 同 
的 边界 条 件 的 不 同 的 唯一 性 定理 . 

我 们 还 获得 了 一 个 “广泛 的 计划 ”, 研究 的 路 线 图 如 下 . 

第 一 章 研 究 上 面 探 讨 的 情形 . 

第 二 章 介 绍 一 般 的 方法 . 

第 三 章 总 是 对 波动 方程 研究 控制 施加 于 Dirichlet 及 Neumann 混合 型 边界 条 件 ， 
或 纯 的 Neumann 型 边界 条 件 . 我 们 同样 考察 (在 第 六 章 ) 传播 问题 ( 它 对 应 于 间断 
系数 ). 


m} 


5| ,7 ， 

第 四 章 研 究 一 些 振动 平板 模型 . 在 一 些 分 散 的 论文 中 , 对 这 种 情形 的 其 他 的 模 
型 进行 了 研究 , 其 中 利用 了 HUM 方法 以 及 新 的 技术 发 展 , 它们 分 散在 E. ZUAZUA 
的 一 系列 论文 中 , 以 及 J. LAGNESE 和 J.-L. LIONS [1] 的 书 中 . 

我 们 对 弹性 系统 给 出 一 些 介绍 . 

第 五 章 研 究 同时 控制 : 能 否 用 同一 个 控制 来 精确 地 控制 一 些 不 同 的 系统 ? 

第 七 章 考 察 控制 是 位 于 0 内 部 (并 非 在 其 边界 上 ) 的 情形 . 

第 八 章 (很 快 地 ) 重新 审视 所 有 的 一 切 , 是 从 我 们 刚刚 概括 过 的 优化 系统 角度 来 
c. 

我 们 当然 可 以 研究 对 偶 问 题 , 这 一 技术 将 在 本 著作 的 第 二 卷 中 再 做 审视 . 

4, 本 书 所 推荐 的 求解 方法 均 是 构造 性 的 . 在 我 们 与 R. GLOWINSKI 及 其 同事 
的 一 系列 论文 中 ， er Ee itm 

这 一 系列 论文 中 的 第 一 篇 即将 发 表 : R. GL I, J.-L. LIONS | 

5. 很 自然 地 , 利用 Fourier 方法 , 我 们 总 Sey ne, 
样 一 来 , 精确 能 控 性 问题 就 可 化 归 为 与 育 kash we Fourfex, 分 析 ) 
问题 , 参见 D. L. RUSSELL [1] 以 及 M 方法 具有 更 
广泛 的 一 般 性 ， sage 

男 外 一 个 非常 一 般 性 的 方 i D. L,RUS Ch 
主要 可 参阅 G. CHEN [1] | 以 及 章 中 的 参考 文献 . 此 方 
EN TM SN 问题 (1) (2) (3), 我 们 构造 


(如 果 可 能 的 话 ) 一 
2a ) RS ee )' x E (39) 
( 


使 得 当 t — +00 S M (2)(3) (在 一 个 合适 的 范 数 下 ) 是 指数 衰减 的 . 同 
样 参阅 I. ae Os rains 1]. 

那么 由 此 ， TN 

这 里 我 们 是 倒 过 来 做 的 , 我 们 用 HUM 方法 证 明 在 合适 空间 上 的 精确 能 控 性 , fA 
后 由 此 , 我 们 以 一 个 系统 的 方式 推出 镇 定 , 参阅 此 方面 的 第 一 篇 论文 J.-L. LIONS [3]. 

对 某 些 情形 的 镇 定 问题 , V. KOMORNIK 和 E. ZUAZUA [1] 给 出 了 一 个 十 分 一 
般 且 十 分 灵活 的 解答 . 

在 本 著作 的 第 三 卷 J.-L. LIONS [5] P, 对 所 有 这 些 将 再 做 考察 . 

6. 有 了 HUM 这 样 一 个 系统 解决 精确 能 控 性 的 工具 , 自然 地 我 们 要 研究 这 一 方 
法 与 摄 动 相关 的 鲁 棱 性 . 

一 般 的 研究 “计划 ”如 下 : 

(1) 人 研究 带 有 奇异 摄 动 的 系统 的 精确 能 控 性 . 这 个 方向 的 两 篇 早期 论文 由 J.-L. 
LIONS [6] [7] 完成 . 


(ii) 研究 带 有 强 振荡 系数 的 系统 的 精确 能 控 性 . 参见 M. AVELLANEDA fil F. 
H. LIN [1], 和 论文 预 印 本 J.-L. LIONS [3], 以 及 D. CIORANESCU 和 P. DONATO 
[1] 的 工作 . 

(ii) 最 后 , 研究 定义 在 一 些 摄 动 区 域 上 , REE A KRE (三 维 情形 到 二 维 
情形 的 过 渡 ), 系统 的 精确 能 控 性 , 这 与 Ph. CIARLET [1] 及 其 同事 们 的 工作 相关 联 . 

所 有 这 些 将 在 本 著作 第 二 卷 J.-L. LIONS [4] 中 加 以 研究 . 

7. 从 技术 的 观点 来 看 , 除了 非 齐 性 偏 微分 方程 的 “标准 ”方法 外 (参见 J.-L. 
LIONS 和 E. MAGENES [1]), 本 卷 中 所 使 用 的 方法 如 下 : 

(i) 乘 子 方法 , 早已 被 所 有 引用 该 方法 的 作者 使 用 , 在 (1) (2) (3) 的 情形 下 , 由 于 
L. F. HO [1] 的 一 个 非常 有 意思 的 观察 得 以 完善 (在 (A) (2) (3) 的 特殊 情形 下 , 可 以 
用 来 刻画 空间 F); S 


(ii) 调和 分 析 的 一 些 结果 > 
(iii) 微 局 部 技巧 , 以 及 一 些 最 新 结果 ， 示 ， 附录 属于 C. BAR- 
DOS, G. LEBEAU Tl J. RAUCH Pe 


在 最 后 , 我 们 还 使 用 — ERA Ke 本 卷 的 最 后 一 
#2). 

8. 使 用 了 HUM 的 一 些 不 N SS 

首先 , RATT DAS] AB Ei A 方法 是 基于 关于 
初始 值 p°, o! sila ad ij 子 将 在 别处 给 出 . 由 此 , 在 W. 
KRABS, G. oO ze 框架 下 , 我 们 能 够 得 到 一 些 不 同 


的 结果 , 一 些 推广 

再 考察 , 我 们 推出 (31). 我 们 也 可 以 在 工时 刻 
进行 同样 的 过 程 ae (那里 我 们 可 以 将 时 间 反 转 ), 这 么 做 完全 
没有 任何 改变 . 然 see 时 , 情况 就 变 得 大 不 相同 了 , 那 时 我 们 必须 严 
格 区 分 算 子 是 原 系统 的 的 对 偶 系 统 的 模型 . 这 样 我 们 就 被 引 向 了 RHUM, 
SE 

在 此 观点 下 ， 我 们 将 研究 « G. LEUGERING [1] [2] 的 工作 . 

在 这 样 的 观点 下 , 我 们 同样 能 够 研究 部 分 精确 能 控 性 (参见 J.-L. LIONS [4]) 以 
及 K. NARUKAWA [1] 的 有 意思 的 结果 . 

9. 在 本 书 的 撰写 过 程 中 , 作者 从 与 许多 学 者 的 大 量 讨论 中 得 益 菲 浅 . 他 们 是 J. 
BALL, C. BARDOS, G. ESKIN, R. GLOWINSKI, P. GRISVARD, A. HARAUX, L. 
F. HO, V. KOMORNIK, J. LAGNESE, I. LASIECKA, W. LITTMAN, L. MARKUS, 
S. MITTER, D. L. RUSSELL, R. TRIGGIANI, E. ZUAZUA 等 . 我 非常 感谢 他 们 . 

本 书稿 是 由 E. ZUAZUA 根据 J.-L. LIONS [3] 在 纪念 J. von Neumann 大 会 上 
演讲 以 及 法 兰 西学 院 1986/87 年 度 的 课程 讲义 编写 的 . 无 论 在 内 容 还 是 在 形式 上 , 他 
均 作 了 大 量 的 改进 . 对 此 , 我 要 特别 地 感谢 他 . 自然 地 , 他 不 对 本 发 行 版 中 可 能 出 现 


mi} 


引 » 
的 错误 负责 . 同样 在 正文 中 , 我 们 融合 了 V. KOMORNIK [1], V. KOMORNIK fil E. 
ZUAZUA [1], P. GRISVARD [1] [2] 及 E. ZUAZUA [1] [2] [4] 的 一 部 分 结果 . 

10. 引进 一 些 最 终 是 新 型 的 泛 函 空间 ,以 使 之 适用 于 这 种 或 那 种 优化 控制 情形 ， 
这 个 想法 已 经 被 作者 引进 用 来 研究 抛物 系统 的 点 控制 (参见 J.-L. LIONS [8] [9]), 以 
及 不 适 定 (或 奇异 ) 系统 的 控制 (参见 J.-L. LIONS [9] [10])， 此 外 , 我 们 还 能 够 建立 
精确 能 控 性 与 椭圆 方程 组 的 Cauchy 问题 求解 之 间 的 一 个 精确 的 相似 性 (参见 J.-L. 
LIONS [15]). | 

11. 除去 那些 可 能 有 的 重复 或 元 长 , 我 们 试图 尽 可 能 完整 地 介绍 所 有 的 内 容 , 并 
且 提 供 逐 章 “ 局 部 ”阅读 的 可 能 性 . 在 阅读 完 第 一 章 后 , 读者 可 以 直接 进入 后 面 的 任 
何 一 章 . 

12. 有 非常 多 的 问题 , 我 们 觉得 很 有 意义 ， x 每 一 章 都 以 一 张 未 
解决 的 问题 表 结 束 ， 


有 一 个 系统 的 问题 E eadcm 独立 的 结果 , 与 


在 同样 情形 下 HUM 方法 可 能 会 给 出 的 结 比较 ,和 转 别 竺 意思 的 一 个 例子 是 用 
< . 当然 , 还 有 其 他 一 些 例 
NLT 


其 他 方法 研究 的 , 由 W. LITTMAN 和 ~ U 当 
T. do E 可 题 . SS 
A. E KA ANE 时 比较 困难 的 条 件 


CN 
At 
SA 
YS 


第 一 章 ”一 个 典型 问题 : 波动 方程 的 精确 
能 控 性 . Dirichlet 控制 


1 5/5. see, 
在 第 一 章 里 , 我 人 See pu wo 介 
绍 精确 能 控 性 问 
设 Q 为 R" Satie a WTL-0 
— \ 同 ien T = 00 具有 C? 阶 的 正则 性 . 


— 
aS fEQ=Qx (0,T) A, (1.1) 


| yO)=y,y(0)=y 在 9 内 (1.2) 
以 及 Dirichlet 型 的 非 齐 次 边界 条 件 : 


具有 初始 条 件 : 


y=v 在 5=Tx(0,T) 上 . (1.3) 


在 方程 组 (1.1) 和 (1.2) 中 , 我 们 使 用 下 面 的 记号 : 
(a) 对 函数 y= (m, 2) : Q x (0,T) > R, 我 们 记 


n 82 
Ay(2,t) = 》 galat), 
i—l s 


i 引言 . 精确 能 控 性 问题 的 框架 . 11 ， 


也 就 是 说 , A = pE: a 2 表示 与 空 s 间 变量 x = (mnc ie) 相应 的 Laplace BT, 


(b) y' (z, t) = ? e t), 


此 处 t 是 时 间 变 量 ， 
(c) y(0) = “x — y(z, 0)”, 因而 (1.2) 式 应 该 理解 为 : 
(2,0) =a), Za, 0) - (s) EA. a 
发 展 系统 (1.1) (1.2) (1.3) 描述 了 , Ell, n 维 物体 O 在 外 力作 用 下 的 振动 , 外 力 
v 作用 在 ( 它 的 ) 边 界 工 上 , 而 出 发 时 的 初始 状态 由 {y°, y!) 描述 a 


为 了 明确 地 指出 , 问题 (1.1) (1.2) (1.3) 的 解 y Ss 与 控制 v 的 依赖 关系 ， 
我 们 将 采用 记号 : 
(1.4) 


y= y(z,t;v) = 
] 
系统 (1.1) (1.2) (1.3) 的 精确 能 控 RNG 


“给 定 合适 的 ' 时 间 T > 0 和 ze 使 得 系统 (1.1) 


(1.2) (1.3) 的 解 y = y(v), er 
(Dav) (1.5) 


换 句 话说 ， Z tM, SS 在 SS 它 将 系统 带 到 平衡 状态 


(0,0). H 
ik 1.1 0 s Hf y = yw) 到 达 这 个 状态 
只 要 我 们 在 系 2 人 SCALE HR, 它 将 保持 这 个 状态 ， 事 实 上 
若 (1.5) 已 获 验证 ， 
QN ÆT x (0,T) 上 ， (1.6) 
0 ZELx(T,oo).L 
以 及 | 
y(v) EQ x(0,T) A, 
pir 1.7 
ye) i Æ Q x (T, oo) A, oe 
那么 , 函数 了 = y(d) 就 是 如 下 问题 的 解 : 
y" — Ay =0 T£ Q x (0,+00) A, 
8(0) —*,9(0-—y' 在 9 内， .8) 
y=v ÆT x (0,400) E. | 
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我 们 刚刚 提出 的 , 精确 能 控 性 问题 还 是 模糊 不 清 的 ， 因 为 我 们 没有 把 问题 的 已 
知 数值 刻画 清楚 , 特别 地 : 


(a) 想 控制 系统 的 到 达 时 间 点 T > 0; 
(b) 要 控制 的 初始 值 {y°, v^ y 所 在 的 空间 
(c) 为 了 控制 系统 , 我 们 能 采用 的 控制 v 所 在 的 空间 g 


在 与 这 三 个 问题 相关 的 方面 , 我 们 应 该 着 重 关心 下 面 的 注意 事项 . 


注 1.2 ”发展 系统 (1.1) (1.2) (1.3) 是 双 曲 型 的 ， 由 此 波 的 传播 速度 (在 此 例 
中 = 1) 是 有 限 的 , 系统 的 精确 能 控 性 要 求 时间 T > 0 足够 大 . 换 句 话说 , BT R 
小 ”, 由 于 波 的 传播 速度 有 限 的 原因 , 在 “远离 的 的 点 ”处 , 感觉 不 到 任何 位 
于 系统 侧面 边界 2 的 作用 . 

我 们 将 用 一 个 明确 的 例子 ， RS 


设 z = z(z,t) 是 波动 方程 的 解 ANS 


z(0) = SS KS 
我 们 知道 , z 在 点 = SOx Dutt 依赖 于 初始 值 (22,23) 在 球 


B(zo,to) (R^ 中 以 z 半径 ) 内 N 

作为 例子 ， (0,R 2NiK T < R, 因而 对 适当 的 e > 0, 有 
T<R-e. w Tom 是 (131) 3) 的 一 个 解 . 显然 ， 根据 我 们 刚才 所 讲 
HJ, y fe Fe "S 


ESE RH Q x (0, T) | |z| - De BA 

唯一 地 依赖 于 初始 值 球 B(0,T +€) c B(0, R) 内 的 值 , 因而 特别 地 , € 
不 依赖 于 边界 条 件 v. 话说 , y(v)|k 与 v 独立 ， 由 此 , 系统 的 精确 能 控 性 要 求 
T » R. 

在 第 7.2 节 中 , 我 们 将 证 明 , Æ T > R 则 系统 的 精确 能 控 性 可 实现 ; 在 第 6 节 
中 将 证 明 , & T > 2R, 则 可 控 的 初始 值 空间 不 依赖 于 工 . 

在 下 面 的 图 1.1 P, 阴影 部 分 相应 于 范围 K, 那里 感觉 不 到 作用 于 系统 边界 Y 
的 控制 v. a 


iki. ”可 控 初 始 值 的 性 质 ， 和 为 控制 它们 所 使 用 的 控制 的 性 质 , 特别 是 它们 
的 正则 性 , 是 相互 联系 在 一 起 的 . | 

在 第 6 节 中 我 们 将 证 明 , 初始 条 件 越 正 则 , 我 们 就 能 够 在 越 正 则 的 函数 空间 中 
选取 控制 . B 


1 51. 精确 能 控 性 问题 的 框架 aa 


3 1.1 


在 本 章 的 全 部 , 同样 地 在 后 面 章节 对 其 他 发 展 模型 的 研究 中 , 我 们 将 注重 在 边界 
具有 最 小 作用 的 系统 精确 能 控 性 . 更 加 明确 地 , 我 人 , 在 尽 可 能 小 的 时 间 T > 0 
E, 控制 系统 以 及 所 使 用 的 控制 的 支撑 集 是 落 WISP LH Xo 内 的 , 我 们 现在 
来 考察 这 一 情况 . 


到 目前 为 止 , 我 们 所 形成 的 精确 能 ir 于 全 部 边界 x 
的 情形 . 
一 个 重要 的 问题 是 控制 mee d om 


这 种 情形 下 , 问题 的 框架 


EL BA PE Ses 对 系统 施加 作用 


So (1.9) 
QR xe 上 
我 们 重新 记 ae M. gA 2) (1.9) 的 解 . 


现在 , 问题 如 下 : 
“ 设 给 定 T > 0, CRE P—4- 3X AY (9,y! y, 我 们 能 否 找到 定义 在 Yo 
上 的 控制 v, 使 得 (1.1) (1.2) (1.9) 的 解 满 足 (1.5)2” E 
注 1.4 边界 条 件 (1.9) 应 该 看 成 是 加 在 控制 v 上 的 限制 . H 
注 1.5 我们 关注 的 重要 情形 是 , Lo 具有 形式 Xo = Do x (0, T), 此 处 To ÆT 
的 非 空 开 子 集 . B 
注 1.6 在 第 6 节 中 , 我 们 将 证 明 , 把 想 控 制 的 初始 值 所 在 的 空间 保持 固定 , T 
Æ Dg “BUN”, 则 相应 的 控制 的 时 间 T. SERA, 这 是 与 常理 相符 的 . 8 


注 1.7 ”在 解决 波动 方程 精确 能 控 性 所 用 的 想法 中 , 有 一 个 是 来 自 于 D. L. RUS- 
SELL [1]. 它 至 少 可 应 用 在 空间 维 数 n 为 奇数 , 以 及 作用 是 位 于 全 部 边界 T 的 情形 . 
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我 们 定义 , 初始 值 {y°, y} 的 延 拓 (99,91), 


y= M iui i — 0,1, (1.10) 
0 ÆRA, 
然后 解 Cauchy 问题 
gj” — Ag =0 在 R” x RH, 
E —4]5,9(0-—9' TER" 内. 
根据 Huygens 原理 , 我 们 知道 


ST > 0 只 依赖 于 0, 使 得 立 =0 在 ,4o0) 内 ， (1.12) 


因而 控制 SS A 
v= Hin | (1.13) 
TE T WX, K y = (v) 带 到 平衡 状 Se 


} 
W. LITTMAN [1] 将 这 种 方法 SS CS 
引进 这 个 方法 的 主 


为 研究 精确 能 控 性 , 我 们 
要 思想 . 这 个 方法 可 以 运用 烈 非 ES 这 a 


2 RN < aiit zi 
本 卷 中 ， à fnm Yi 方法 的 一 般 要 点 来 解答 精确 能 控 性 
问题 , 并 采用 T SS 2) (1.9) 的 讲法 . 


NS 
(a) “FAB RINK AR a 


(b) 构造 一 一 采用 完 手段 一 一 适合 于 系统 结构 的 Hilbert 空间 . 
我 们 称 此 方法 为 HUM, 它 是 “Hilbert 唯一 性 方法 (Hilbert Uniqueness Method)” 的 
英文 缩写 . m 
下 面 的 程序 说 明了 , 用 HUM 方法 解答 系统 (1.1) (1.2) (1.9) 的 精确 能 控 性 问题 
的 基本 步骤 . 
步骤 1 首先, 取 初 始 条 件 (99,01) e DM) x DN) (DQ) 表示 Ce HASH 
集落 在 O 内 的 函数 空间 ), 并 考察 齐 次 波动 方程 : 
— Ağ =0 在 Q 内 ， 
(0) =, 0) —9! FOR, (2.1) 
&=0 EREE. 


(1.11) 


2 解答 方法 的 描述 : Hilbert 唯一 性 方法 , 抽象 宝 间 中 的 精确 能 控 性 “15: 


我 们 知道 , 问题 (2.1) 有 唯一 解 (参见 第 3.2 节 ). 
步骤 2 ”我 们 接着 解 一 个 “反问 ”问题 
yy" DE Ay =0 在 Q A, 


T\=W(T)=0 在 Q 内， 
ver) - vcn) 村 
ME 在 mm 上 
0 在 \Xo 上 
IJ v 是 0 的 单位 外 法 向 ,而 “22” 是 这 个 方向 的 导数 , 即 29 = ves - 》 jw 
RA REEFERS = 


Ov - AV 


系统 (2.2) 是 具有 反 向 特性 的 非 齐 次 边 SN AL A ES He", 因 
而 系统 具有 唯一 解 y. 


BA, we s yes SE NS 
e 


mnn dS ‘eur RON 04. E: 
步骤 3 MERNI XO Q), 及 相应 的 问题 (2.1) 的 


解 ¢ = (2, t). 
我 们 用 VN ODS Q S 由 分 部 积分 容易 得 到 ， 
c Aa y SS (0)¢*)da = ET (2.4) 
特别 地 AS AN 
AS , (49, 9! H= fe Pan, (2.5) 


其 中 , dx = arat 是 与 集合 “VIM WWE, ar 则 是 与 工 相 应 的 测度 . 
那么 , 我 们 引进 半 范 数 


i ene = (f 15 Io pan) = Iam) V8, EDN) x DM), (2.6) 


并 且 我 们 假设 , 实际 上 , ir 在 空间 DN) x DN) 中 定义 了 一 个 范 数 . 
TA, ir 能 够 定义 一 个 范 数 , 这 等 价 于 下 面 的 唯一 性 定理 成 立 . 


定理 2.1 (唯一 性 定理 ) ”对 (20,0!) e DP(0)xD(0), € = G(x, t) W (2.1), 
并 且 满足 条 件 


oe 一 =0 在 Do 上 (2.7) 


那么 ,B= 三 0 在 QL 上 . a 
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注 2.1 对 HUM 方法 的 应 用 来 说 首要 之 点 是 要 获得 这 类 唯一 性 定理 . a 


假设 定理 2.1 成 立 . 我 们 把 Hilbert 空间 F 定义 为 DQ) x DO) 关于 范 数 (2.6) 
的 完备 化 . 
按照 (2.4) 和 (2.6), 我 们 有 


V{B, BY}, {0°, e D(Q) x D(Q). 


此 处 , (o )r RESTE Jle 相应 的 数量 积 , 由 此 
| < (89,9), {0,0} > | < oo Ty 


(2.8) 


V{°, BY}, (65,0 ) e DQ) x DQ). 
不 等 式 (2.9) 使 我 们 能 够 在 P" 中 , 将 A (AE 式 ) F 上 的 线性 连续 算 


F (P 也 是 一 个 Hilbert 空间 且 异 于 F). S S 
4 SS 


AS» SS (2.10) 

从 (2.8) 可 推出 en SN Ca 

< A(89, 1}, (£9, C1) NJ Dr, VR SH {6°, Cher, (2.11) 
明 OG 


这 表 
(2.12) 


此 处 A* 为 ees SS 
| r" 的 同 构 . 图 
a 


注 2.2 X Ri FH A EM F 到 r ġja 

构 ! 提醒 一 下 , 这 个 构 > 是 唯一 性 定理 2.1. E] 
步骤 4 (结论 ) ”既然 从 是 从 FF 到 rt 的 同 构 , 方程 

A{®°, &*} = (y!, —?) (2.13) 


就 具有 唯一 解 (09,6!) e F, 只 要 初始 值 (y9,uy Y 满足 
{y’,-y"} e F". (2.14) 
iE 2.3 (2.13) 的 解 等 价 于 寻求 
o inf (5 «A(9*,9- (95,0) 5,9) (99). 


这 个 框架 是 R. GLOWINSKI, C. LI, J.-L. LIONS [1] 中 , 所 研究 的 数值 逼近 的 基础 . 国 
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我 们 对 控制 v 的 选取 方式 是 


oP 


其 中 ,更 是 (2.1) 的 解 , 它 与 满足 (2.13) 的 {80,81} 相应 . 
那么 , 根据 问题 (1.1) (1.2) (1.9) 解 的 唯一 性 , 我 们 有 
y(v) — v, (2.16) 
EP oy 是 (2.2) 与 e 相应 的 解 . 
最 后 , H ov 的 定义 , TA y = y(v) 满足 (1.5), 因而 控制 v 回答 了 我 们 的 问题 . 量 
将 我 们 刚才 证 明 的 结果 , 总 结 成 下 面 的 叙述 . 


定理 2.2 (精确 能 控 性 定理 ) 3E T 50$ 理 2.1 成 立 . 因而 , 我 们 
能 够 定义 空间 F, 它 是 DQ) xD(Q) AW (2 范 数 (Dt 导 到 的 . 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 {y°, yt}, 只 ER AN 


S S 
就 存在 控制 | Qs S QS 

VE mS 
使 得 系统 (1.1) (1.2) (1 SG am XN n 


iE 2.4 EA AL, B EX 数 le 完备 化 , 包含 了 空间 F 
空间 As 


全 c L? (Xo), 


, D1} 
其 中 , 9 是 (2.1) 相 应 MS 9) 的 解 . 


由 (2.15) 定义 的 控制 L?^(X) 正则 性 是 空间 F 和 算 子 A 的 构造 的 直接 的 


结果 . 图 
注 2.5 MEM 2.2 成 立时 , 我 们 称 系统 (1.1) (1.2) (1.9) 在 时 刻 T. 时 是 精确 能 
控 的 . z 


注 2.6 ZH FAF 是 利用 完备 化 的 手段 定义 的 . 由 此 , 目前 , 它 不 是 用 常用 
的 泛 函 空间 术语 来 刻画 的 . 它 先 验 地 依赖 于 X (也 即 依赖 于 To 和 T). 

鉴于 空间 F GORE”, 定理 2.2 带 有 “抽象 的 ”特征 . 因而 HUM 的 第 二 个 重 
要 之 点 在 于 辨别 出 Hilbert 空间 F AF’, 或 至 少 尽 可 能 明确 地 将 它们 描述 出 来 ， 量 


注 2.7 我 们 将 在 第 8 节 证 明 , 存在 只 依赖 于 Q 的 几何 特性 的 Ty > 0, 使 得 唯 
一 性 定理 2.1 成 立 ， 其 中 Xo = To x (0,7), 而 To 是 T 的 非 人 堂 开 子 集 , T > To 且 其 值 
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任意 . 由 此 , 我 们 将 在 初始 值 所 在 的 空间 F 中 得 到 精确 能 控 性 , 这 个 空间 先 验 地 依 
HAF Do T. 

我 们 将 在 第 6 节 中 看 到 , 只 要 To “EEK”, 那么 存在 TTo) > 0, 使 得 F 
依赖 于 Do, 也 不 依赖 于 了 全 > TL). 


在 本 章 的 后 面部 分 , 我 们 将 研究 HUM 应 用 的 各 个 步骤 . 运行 图 如 下 : 

一 第 3 节 . 研究 一 些 预备 结果 , 这 是 后 面 所 必需 的 . 

一 -第 4 节 . 研究 问题 (2.1) 和 (2.2) 的 解 的 存在 性 和 正则 性 . 

一 -第 5 节 . 证 明 一 个 唯一 性 定理 , 并 得 到 一 个 估计 式 , 它 能 用 来 辨别 空间 F 和 
F', 只 要 To “足够 大 ”, 这 当中 还 使 用 了 第 4 节 中 得 到 的 一 个 估计 式 . 

一 -第 6 节 . 叙述 精确 能 控 性 的 主要 结果 , 以 一 些 附 带 的 结果 . 

一 -第 7 节 . 给 出 第 6 节 中 的 结果 的 一 些 变 何 的 角度 对 得 到 的 结果 加 


~ 


以 解释 oS 

一 -第 8 5. 引进 Holmgren 唯一 性 定 REIPHA Dirichlet 型 作用 的 波动 
EXC NS 

一 -第 9 5. 研究 大 的 精 ? 


cae SO GS 
3 AS. NS 


3.1 法 向 量 场 


证 tn 这 会 对 在 本 书 演示 的 各 种 模型 的 研究 起 
meds gr Se IC 汉 了 读者 的 方便 我 们 把 它们 列 出 来 
R 


引 理 3.1 n nde 其 边界 工 ROC? 阶 的 . 那么 存在 向 量 场 
= (hx) € (C1(Q))", ANC 


h(z)-v(z) 在 I 上 . (3.1) 


证 明 ”由 边界 工 的 C? 正则 性 , 对 所 有 的 z € D, FE x dE R^ 中 的 邻 域 V, 以 
及 函数 os € C?(V,, R), 使 得 : 


Voz(z) £0, Vz € Vz, (3.2) 
o,(z) 0€ zE VAT, (3.3) 
|. Voz(z) 


v(z) = Woe) Vz € Vz nr. (3.4) 


进一步 , 边界 工 的 紧 性 说 明 : 


£ 
J(zj haie cr 使 得 re U Vi, (3.5) 
j=l 


其 中 
Vi= Ves. —VieiL2, 4. 
我 们 进一步 定义 一 个 开 集 Vo c 0, WE: 


£ 
Won, AcCUY; (3.6) 


j—0 


并 考察 , 从 属于 覆盖 {Vj}oxjxe 的 单位 分 解 (estos: 是 说 ,一 族 函 数 {ej}oxjxe 
满足 条 件 : MESS 

s EDV) 0<e; <1 es SS (3.7) 
S used Eĉ KS (3.8) 


OQ (3.9) 

由 (3.4) (3. Kes nee 
SS ine Ler Voj(z), Weed (3.10) 
满足 所 要 求 的 | an Op ej tea Tres 


注 3.1 Hl (3.1) 可 和 


h(x) - v(x) = Pre(Z)Z(Z) = 1, Vz cT. (3.11) 


特别 地 


注 3.2 HA Fat, A: 


£ 
supph c |) Vj, (3.12) 
| | j=l 
其 中 supph 为 函数 h 的 支撑 集 . 
实际 上 , 我 们 可 证 明 , 对 所 有 的 £ > 0, FEWE he € (C1(0))", 满足 (3.1), 并 
H: | | 
supp he CT; = {a € R” |d (z, D) < é}, (3.13) 
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其 中 d (z,T) 为 “点 c NRG HER”: 
dir): inf |æ — yj. (3.14) 


在 图 1.2 中 , 阴影 部 分 rE 为 集合 Tet = Ten 0 


NS 
必须 注意 —A—— Dod 
“Yy CT, Wa Sr 
AR a> ON (3.15) 
su re» zo. 
S% N XS E 


Do ES 式 (3.11)), 以 某 种 方式 , 推广 到 边界 为 


Lipschitz 的 开 集 SUN 
引 理 3.2 iO REAR, 其 边界 工 是 Lipschitz 89. BA, 存在 
ô > 0, 以 及 向 量 场 hc ey , 满足 


h(z).w(z) 58. 在 上 几乎 处 处 成 立 ， (3.16) 


注 3.3 一般 情 况 下 , 对 边界 为 Lipschitz 的 开 集 O 来 说 , 外 法 向 量 v(z) 只 是 
在 工 上 几乎 处 处 有 定义 ， 

显然 , 向 量 场 v(z) 在 边界 工 可 能 有 的 角 点 附近 会 出 现 间断 . 这 说 明 , 等 式 (3.1) 
不 可 能 对 一 个 向 量 场 h e (C(Q))^ 成 立 . 

在 第 A rp, 在 证 明 “ 正 向 不 等 式 ” 时 , 将 用 到 引 理 3.1 和 3.2. 证 明 的 取得 , 其 
实 并 不 需要 存在 满足 (3.1) 的 向 量 场 , 这 使 我 们 能 将 “ 正 向 不 等 式 ” 推 广 到 凸 开 集 的 
情形 , HEX T, 除了 凸 性 外 , 不 需要 正则 性 假设 . 
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由 引 理 3.2, 在 第 7 节 中 将 证 明 ,“ 正 向 不 等 式 ” 对 R 中 的 多 面体 Q 同样 能 够 
成 立 , 其 中 m <3. a 

5 | HE 3.2 Hate 与 引 理 3.1 的 证 明 类 似 . 我 们 先 局 部 地 定义 向 量 场 h, 接着 用 
单位 分 解 来 覆盖 

DARE 局 部 的 特 FHE, TE 3.2 在 这 种 情形 下 仍然 有 效 . 8 
3.2 ”波动 方程 解 的 存在 唯一 性 的 回顾 

在 下 面 的 引 理 中 , 我 们 总 结 有 关 问 题 (2.1) 解 的 存在 性 、 唯一 性 和 正则 性 的 结果 ， 
本 章 的 后 续 部 分 需要 这 些 结果 . 

引 理 3.3 (a) ik Q € R^ 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 人 人 是 Lipschitz 的 . BA, 对 所 
有 的 (99,01) e HEN) x LN), (2.1) 存在 唯一 的 解 A t), E 


$ € C(0, T; HE(Q)) n C (0,T; > fos; AON (3.17) 


(b) 现 设 工 是 C? 阶 的 . 若 (99,91) SI $(z, t) 
Æ 
$ € C(0,T; H? N Hi(N)) Ss OKRA). (3.18) 
m 
X; (49,9!) e HLM) x TOS QUT 3.1%) 28) 称 为 方程 的 弱 解 . 


此 时 , © 以 下 面 的 弱 意 义演 


< B"(t), >N ^ es 0, SN Vo € H1(Q), 


&(0) = 39, IÒ = P 
An I..-3XE Ce B 
属于 (3.18) atf, Fi Jom feta TE DUI AE. 此 时 , 方程 在 LO) 的 意义 下 
得 到 满足 . E 
引 理 3.3 的 证 明 ”我们 记述 的 结 ; 是 经 典 的 证 明 可 用 很 多 方法 得 到 . 在 此 我 
们 回顾 其 中 的 三 个 : 
1. Fourier 方法 
我 们 选取 空间 L2(Q) 的 一 组 Hilbert 基 {wi}iy1, 它们 由 带 有 齐 次 Dirichlet 条 件 
的 —A 的 特征 函数 组 成 , 也 就 是 说 
Be = Aw; TEDW, 


(3.19) 


3. 
w; = 0 TET E. oy) 


我 们 寻求 (2.1) 的 以 下 形式 的 解 D: 
十 oo 
$(z,t) = 5 ^ a (t)wi(z). 。 (3.21) 


i=1 
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方程 (2.6) 两 边 乘 以 w, 再 在 Q 上 积分 , 可 得 
a? (t) + Nailt) = 0, Vi=1,.... (3.22) 
利用 初始 条 件 更 (0) = 99, e'(0) = B1, 有 
a;(0) =a}, a(0)=a}, Wi=1,:--, (3.23) 


其 中 , (a9);zt 和 (ali 分 别 记 为 初始 条 件 B09 和 D! 的 Fourier AIK, 也 就 是 说 ， 


(x) = $ adwi(z), (2) = > ^ atwi(). (3.24) 
i>i izi 
求解 方程 (3.22) (3.23), 可 得 KOR 


(x,t) = 2 loi KS c (3.25) 


See 
BHO) ANG 
iR SS RO < N 
€ Derog jal |? < +00. 
t=1 
现在 , 结论 SO 直接 推论 . 


至 于 结论 (b) Sen 如 果 o 的 边界 是 C? 阶 的 (事实 上 Ch Bre 
T) BF 


我 们 回 左 一 下 


S. : H? n HEQ) > LN) 


Too 
9? ec H?N HoN) 会 》 Mla]| < +00. 
t=1 
结论 (b) 又 是 式 (3.25) 的 推论 . 
2. Hille-Yosida 理论 
我 们 将 波动 方程 
— Ao —0 


用 一 阶 方程 组 的 形式 表示 
U' + AU =0, (3.21 
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ad OO ol DLC) il a 
我 们 考察 空间 H = HN) x LO), 赋予 数量 积 


(Vi, U2) = [ve : Vosdz + | &tode, (3.28) 


a= (S (2) 
线性 算 子 (A, DCA)) 的 定义 域 为 CN 


D(A) = S o (Q SS 
HT rA) c? 正则 性 , CHE H PRO Qu (在 ; a way 是 Lipschitz 
的 , A 的 定义 域 为 D(A) = (99 e H, € A iN 

利用 这 种 方式 ， 我 们 将 波 T KOs 泛 函 框架 内 , 引 理 
3.3 就 是 这 个 理论 的 一 个 结 ine I] H. BREZIS [1] (第 七 、 
十 章 ) 中 ， TERE hy nem R. DAUTRAY 


其 中 


和 J.-L. LIONS [1, 第 os pg 半 群 理论 

3. 引 理 3. 上 n à AGENES [1] 中 引进 的 抽象 框架 

特别 地 ， 的 [11]). 

5|38 3.4 vs yn ikert Ss. 且 VCHCV', 其 中 的 说 入 是 连续 
和 稠密 的 . 对 每 个 ries ^ 连续 和 对 称 的 双 线性 形式 alts): Vx V OR, 
使 得 : 


(i) Bak t 5 alt; MAN 阶 的 , VBE c V, 
(ii) 3o > 0 |a(t; ,9)| > o||9|?, V& c V, 
其 中 || 为 空间 的 范 数 . 
那么 , AR fe L7(0,T;H), 9? c V, 9! c H, 存在 唯一 的 函数 o, 使 得 : 


$ € C(0, T; V} NC1(0,T; E) n H?(0, T; V^), 
< P(t), v > +a(t; D(t), v) =< f(t) v >, JU At4E Et € [0,T].E, vv eV, (3.29) 
$(0) = 6°; (0) = 

其 中 , < > 是 空间 V' 和 了 之 间 的 对 偶 积 ， = 


HE 3.4 在 开 集 Q 的 边界 是 Lipschitz 的 一 般 情形 下 ， 我 们 知道 ,者 9? e HG(Q), 
A99 c £7(Q), jj €! e Hi(N), ABA ® € C1(0,T; HI(N)), H Ae e C(0,T; L?(Q)). 
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若 我 们 进一步 假设 ELR, 我 们 有 (参见 P. GRISVARD [1]) 
H? N HE(Q) = {u € Hl(Q|Aue LD} -— 


因而 , 引 理 3.3 的 结论 (b) 仍然 有 效 . 
本 注解 , 对 凸 集中 的 波动 方程 的 精确 能 控 性 的 研究 , 将 起 重要 的 作用 . 


现在 , 我 们 来 考察 , 与 波动 方程 相关 的 自然 “能 量 * 


E(t) = ; (9 (f t|ve(t?, ve € [0,7], (3.30) 


|^ (|? = IP Ollia = A SS dz 


的 边界 是 Lipschitz 的 一 般 情 


引 理 3.5 ik OX > Kae, <@dipscit 的 . ik & = B(z,t) € 
(2.1) $5 55 AZ. ANS SA 
INTE Pe l^, vt € {0, T]. (3.31) 


VEO = VEW ox awe SN 
Festes Tet rgo E "AS D 在 区 域 9 


证 明 RN 察 ae (99,9!) € (H? N HiL(Q)) x HCN). 
方程 (2.1) 乘 以 p'at) NEE 9 上 积分 , 可 得 (计算 是 合法 的 , 因为 有 更 < 
C' (0, T; Hg(Q)), A® € a L*(Q))) 


C =0 Æ [0,T] A | (3.32) 
因而 有 (3.31). 
对 于 一 般 的 情形 (29,9!) e HEN) x LO), 我 们 用 稠密 性 方法 推理 . 设 函 数 序 
列 (99,97) € (H?N Hj(Q)) x Ha (N) 满足 
(99,9011 一 (99,9) TEHQ(Q)x LMN) A, ito. (3.33 
根据 波动 方程 解 对 初始 值 的 连续 依赖 性 , 可 得 


$;— ð 在 C(0,T; EBD))nCLO,T; L?(Q)) A, 当 i — +00, (3.34 
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其 中 @ = Bi(z,t) 是 (2.1) 与 初始 值 {B9, B14} 相关 的 解 . 因此 


Bi(t) — E(t) 在 0C(0,T) 内 ， 当 i 一 十 oo， (3.35) 
其 中 EQ) 是 解 6;, i = 1,.… 的 能 量 . 
通过 取 极 限 , 34 i +00 时 , 可 得 , 等 式 (3.31) 对 弱 解 © 成 立 . b 
我 们 现在 考察 非 齐 次 波动 方程 
0" — Ad = f 在 Q A, 
0(0)—09,0 (0) —0! 在 9 Wi, (3.36) 
020 Tr X 和 
我 们 有 如 下 的 结果 . 
引 理 3.6 (a) 设 是 R" 中 的 有 界 区 域 ， X ipschitz 的 . 对 所 有 的 


f € L'(0,T;L7(Q)), 6? e Hi(Q) Æ 6 e L/ A 0, H. 
6 € C(0,T; Hi( ry "US NIS (3.37) 


进一步 , 存在 常数 C >O, NS 


l8]. (o7; 22 (5) + MO oS ) ST PERS T 1(0, i (3.38) 
(b) RRO X C? maby. 对 月 goo 4(0)), 0° e HPN Hd(Q) 及 
9 c Hl(Q), 存在 唯 


Q SS T; Hi(Q)) (3.39) 


AHR 
ee Rls T; y + l8" looi 2 c) 
«C AS lalara + WF To T aa) (3.40) 
a 
ik 3.5 ”按照 注 3.4, 结论 (b) 在 Q 是 凸 集 时 仍然 是 有 效 的 . a 


引 理 3.6 可 用 业已 叙述 过 的 三 种 方法 得 到 . 
若 我 们 采用 Fourier 方法 ， 


oz, t) = 


in((é — fi(s)ds)wi(x 
» + Fe [ sint - 24i 
其 中 

99 (x) = Sa} w;(x); 0 (x) = = og, wi(x), f(t,2) = SO fi (t)w; (x). 


i21 izl izl 


由 (3.40), 我 们 仍然 可 以 容易 地 证 明 引 理 3.6. | 
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3.3 ”一 个 恒等式 

本 节 中 , 我 们 将 建立 一 个 恒等式 , 它 使 我 们 以 后 可 以 得 到 应 用 HUM 时 所 必需 的 
先 验 估计 . 

引 理 3.7 ik Q X R^ 中 的 有 界 区 域 , HART Æ C? 阶 的 . Hq = (qk) 是 
(CHOD 阶 的 向 量 场 ， 那 么 对 方程 (3.36) 的 所 有 弱 解 9 = Olx, t) (也 即 V{0°, 61} € 
H2(Q) x LI2(0), f e L!(0, T; L?(Q))) oe 


5 [ enda Pas = (0' (t), dz 人 的) (3.41) 
+5 ^ sx ee we 
a o 
Q Oxy Oxk XS n S 
上 面 使 用 的 记号 意义 如 下 ve 
(uo) | u(a)v(e)ae, NS Om 
Q 
(u(t), v(t) = zs o op n ,T; L^(Q)). 
此 外 , 我 们 应 用 了 重 如 
seas 
引 理 3, ae mas 情形 建立 这 个 恒等式 , 也 即 , 相应 的 值 
(09,811 € Rou , T; Hy(Q)). 
我 们 用 函数 es us i 上 积分 , 由 此 可 得 
Mansy deat = | fac drdt (3.42) 
由 分 部 积分 公 S 
[er Sanat = (9 (0) on De ——(t))|7 = [ rois n (3.43) 
Q Tk 
我 们 注意 到 
J s mt = af a5 (f Pdaàt = RA. Cd gz, ^ drdt, (3.44 


这 里 用 到 了 Green 公式 和 9' = 0 E Xi. EWEX. 
由 (3.43) (3.44) 得 到 


00 90(t) 1 qk 
0" go, ——dadt = (0' (t T TE /|2dqzdt. 3. 
: ak 2: 07 (0 (t), qx ER Jo + 2 Jo Tm le" |^dxd (3.45 


此 外 
80 00 0 , 00 
E E Oa )dzdt + | — Zas 
人 A0qx 5, dt on Ba; 一 一 (0 一 一 Dug? xdt + " 5, d* 
00 odk 06 [2 
E d OF 45 (346 
aoa On, Ore ^d I B apo aba 4D) 
以 及 
90 676 ð : 
—— (|V6|*)dade 
E aro , 95 ao o aa 
= 一 了 LONE | qvx | V0|*dX. (3.47) 
b» 


dz, “Ov’ 
结合 (3.46) (3.47) (3.48), 可 得 


鉴于 9=0 在 于 上 ,我 们 有 QS 
d ag" aq XS (3.48) 


人 RN (3.49) 


Qo: M 
NS anvil oe pax. 
从 (3.42) (3.45) RVC 
现在 考察 ids we ee 01} e H1(Q) x L2(Q), 


f eL(0,T; L? 
我 们 用 更 正则 | (069,01) e (H? n H4(Q)) x HECO), fa € 
L'!(0,T; HA(Q)), 使 得 


0 p11 _, ?(Q ) 
| (05.05) { 0 fE Hà (2) 2e (m Mn 一 十 oo 时 . (3.50) 


In chf TEL (0, T; L?(0)) f, 


因而 , 恒等式 (3.41) 对 相应 于 值 (0,01, fn} 的 强 解 9% 成立, 根据 估计 式 (3.38) 
和 性 质 (3.50), 我 们 可 以 看 到 


n 7? ,7; Hà(Q ) 
l did. iQ» 当 n 一 十 oo 时 . 


0, —60' 在 C(0,T; 区 (0)) 中 


这 使 我 们 能 够 对 恒等式 (3.41) 的 右 端 项 取 极限 , + n 一 too, 可 以 推 得 avalon? e 
L1(2), 并 且 在 这 种 情形 下 , (3.14) 仍然 成 立 . E 
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推论 3.1 ANOR 中 的 有 界 集 , HART 是 C? wey. dE q = (4k) < 
(CHQ). 那么 对 方程 (2.1) 的 所 有 能 解 o, 我 们 有 恒等式 : 


8o 
; A gvel Pad -(9'(t). gk I JI +5 A (3.51) 
Oak fe Ob 
«f GD e " 
证 明 ”这 是 (3.41) 的 直接 结果 , RER a 0. E] 


iks.o 5 0 BARON, 恒等式 (3.41) 和 (3.51) 仍然 成 立 , 因为 在 这 种 情 
况 下 , -A 是 从 H?N HEO) 到 L) 的 同 构 . 
在 一 般 情 形 下 , 当 0 是 有 界 集 , 其 边界 是 Ses i 用 前 面 的 方法 , 我 们 不 
能 确定 证 明 所 用 的 分 部 积分 是 否 仍然 合法 , i 的 正则 性 不 足以 使 ge 
Du T; Hi(Q)), Ad € C(0, T; I? (Q)). 


P. GRISVARD ££ [2] 和 [3] 中 , ia Sas Q ERR 或 多 面体 0 
的 情形 . SN SS 

4 BREN NS KS NS 

41 FRG NAMES 7 ON 


sage et JL. LIONS [12] F, 在 变 系数 双 曲 方程 
的 框架 下 ete 
定理 4.1 dE KAER, 其 边界 工 是 02? 阶 的 ， 那么 存在 常数 


C > 0, 使 得 
> A S + LVO + 102 + HF laor) a 
v{0°, 62, f} € H(N) x L2(Q) x L (0, T; 2(Q)), | 
HF O = O(a, t) 3673 2752 (3.30) 69 88 HF. P 


在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 先 指出 , 利用 特别 的 取 值 ( = 0), 可 以 得 到 


推论 4.1 ( 正 向 不 等 式 ) ANAR 中 的 有 界 集 , RART Æ C? 阶 的 . 那 2 
存在 常数 C > 0, 使 得 


[3 PEDE < C(T--Y1)Eo, VO (2.1)80 55 HF. (4.2 


4 RENE - 99 - 


注 4.1 由 (41) TA, 过 e (O). 这 是 波动 方程 弱 解 的 一 个 正则 性 质 ，。 m 


注 4.2 ”在 这 个 证 明 过 程 中 , 我 们 将 得 到 , 估计 式 (4.1) 中 的 常数 C 唯一 地 依赖 
于 区 域 O 的 几何 性 质 . 事实 上 C 唯一 地 依赖 于 [I] wr (o), 其 中 h 是 引 理 3.1 中 引进 
的 问 量 场 . a 


定理 4.1 的 证 明 在 恒等式 (3.41) P, Ra = h, REP h 为 引 理 3.1 中 引进 的 向 
量 场 . 
由 事实 , ET Lh val, 我 们 可 容易 地 得 到 


00 
f Pak <C(T + 1) (Il817 (or; zr c) + l9 los (om c2 (0) 


+ Cl fllziqsr; MN NA 
再 由 (3.38), 可 


" [Z pay « C(T 十 1)( (IV? | S XN 
+C 1 c: oj me 


NS + | fl szcoye;z2t0)) 
« C(T «uy OY ow (4.3) 


|| 

"PP eror 41 的 结论 仍然 有 效 . 我 们 已 经 在 注 3.6 中 ， 
T Aare aR q= h, Hp h WEIR 3.2 中 
引进 的 向 量 73 Se 乎 处 处 在 FT 上 成 立 . - 
iE 4.4 在 引 Sou. 1) 的 证 明 中 使 用 的 技术 一 一 用 ‘qe 

乘 方程 是 椭圆 方程 中 是 由 了 下. RELLICH 引进 的 . u 


4.2 ” 非 齐 次 问题 

这 一 节 的 目的 是 研究 非 齐 次 问题 (2.2) 解 的 存在 性 和 正则 性 . 

为 了 简化 记号 , 并 在 一 个 包含 了 系统 (2.2) 和 系统 (1.1) (1.2) (1.9) 的 框架 内 , 证 
明 我 们 的 结论 , 这 里 , 我 们 准备 处 理 下 面 的 问题 : 


Hehe | EQN, 
z(0)—29,2/(0 — 2 在 Q 内， (4.4) 
Z=0 ÆDE. 


这 一 节 的 主要 结果 如 下 . 
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定理 4.2 AQAR 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C2 阶 的 . 那么 对 所 有 的 数 
集 


{z0, 24, uv} € (N) x HHN) x LE) (4.5) 
(4.4) 存在 唯一 的 解 z, 且 
z € C(0,T; L?(Q)) a C! (0, T; HT (Q)). (4.6) 


此 外 , SU eit A 


3C > 0412 |[z| ro (o,r.2(0) - ll loe (o, a-a) € Clll Mar: e + loll zz), 


V(29,21,v) € L?(Q) x H-'(Q) x E203). S (4.7) 
& 

注 4.5 ”如 果 将 初始 条 件 z(0) = “Qs 2 RH 2(T) = 2° A 

2), 我 们 有 同样 的 结果 , 特别 是 在 非 齐 fe (2.2), BA! j t z" —Az= 
关于 时 间 上 可 反 回 的 结果 . E 


在 证 明 这 个 结果 之 前 ， St T3 
解 z TEAS HTT 2 RQ O MAGENES [1]). 更 明确 
地 , 我 们 称 z 是 (4.4) SA KN 


ee Qos AS dX, Vf € D(Q), (4.8) 


HH 6 = 6 


(OM = S QA, 
=0(T)=0 在 9 内 ， (4.9) 
=0 iE xL, 
<-->) HHQ) 和 HEO) 间 的 对 偶 积 . 
这 是 问题 (4.4) 的 弱 形 式 . 容易 验证 , (4.4) 的 所 有 正则 解 z (相应 于 正则 的 数值 
{z°, z1,u}) 满足 (4.8). 只 要 用 z RA (4.9), 并 在 Q 上 积分 . E 


定理 4.2 的 证 明 RIIA ESEIRISE (4.9) 的 一 个 估计 式 开始 . 
由 引 理 3.6 和 定理 4.1, 可 以 看 出 , 存在 C > 0, 使 得 


ð 
(VOO + IP O+ Ile < Chilona YFED. — 410 
从 (4.10), 我 们 容易 得 到 


Fz € L” (0, T; £7(Q))% E (4.8) (4.11 


4 BEKE .31 ， 


并 且 
llzll ree (ojr;z2t) < C(Iz9| 十 zz-ao) + Melo); 
V(29,21,v) e LQ) x H-1(Q) x LX). 
现在 , 从 估计 式 (4.12), 以 及 当 {z0, 21, v) 正则 时 z 也 是 正则 的 这 个 事实 , 可 推 
出 解 z 的 C(0,T; L^(Q)) 正则 性 . 更 加 明确 地 , 我 们 考察 一 族 初始 值 和 边界 值 


(4.12) 


{2°, 21, on}nen € HE(Q) x L?(Q) x H2(0, T; H(T)) 


使 得 
{29,21 un} ZEP {29 21,v). TEL?(Q) x HHO) x D2(X)Wg. 


由 (4.12), Æ (zn) 是 (4.4) 相应 于 数 集 (20, 21, vs A RAM, BAM n > +00 
时 zn > z Æ L©(0,T; L?(Q)) 中 . 


因而 只 需 证 明 Q 
zn € C(0, T; LORS 


为 此 , 我 们 现在 考察 提升 NA 
Mon € wee n? eds X 
我 们 可 以 看 出 , un = zn — ô 


Xs 
oe 


由 引 理 3.6 OS 
un € (0, T; HE(Q)) n C* (0, T; Z?(0)), 


由 此 
zn = Un + dn € C(0, T; Hi(Q)) A C10, T; L?(Q)). 
因此 我 们 有 
z € C(0,T; L2(0)) (4.13) 
并 且 
z’—Az=0 在 Q@ 中 ， 
因而 


z! = Az € C(O, T; HHQ). ' (4.14) 
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此 外 
lz” ll rss qor;r-2 (y € ClIZll ro (o,r;z2(0)- (4.15) 


还 要 证 明 z' € L”(0, T; H^ (Q)), 更 加 明确 地 
线性 映射 {z0,z1,v} — 2! 是 连续 映射 , 从 


(4.16) 
| L?(Q) x H71(Q) x L?(3) 一 L**(0,T; H ^! (Q)). 
由 此 可 进一步 得 到 (用 前 面 同样 的 取 极 限 的 过 程 ) 
z' € C(0,T; H^! (Q)). (4.17) 


z € L”(0, T; L?(Q)), z” e L®(0, T; H?(Q) iy z! € L®(0, T; H-1(Q)), 这 
论 并 不 是 完全 显然 的 (甚至 不 一 定 对 , 有 Ae HARRER AEEA 
用 到 非 tu TR). E 


ik 4.6 由 插值 理论 可 知 ， ex sd 1(Q)), 并 且 z 属 


T is T: H-1-*(Q)), Ve > as KOK 的 ) 但 是 它 几 乎 是 对 
E 


不 管 怎样 ， cue esas (4.16). 


用 L(f) id (4.8) 


NS SS [oa 


pi 0 oak SH L(f) 是 L(0,T; L?(Q)) 上 的 连续 线性 形 


QUE » fı € D (0,T5 Ha(Q)) 


f €W-'"(0,T; Ho(Q)) 


tE RẸ 


(使 用 通常 的 Sobolev 空间 和 它们 对 偶 的 记号 ), 我 们 将 得 到 (4.16), 如 果 我 们 能 证 明 
IL(f)| < CIAM qom sica»: (4.18 
实际 上 , 那样 的 话 , 我 们 就 有 


z € (W-?(0,T; Hi(Q))) = WP? (0, T; H^! (Q)), 
OL. RODRIGUEZ-PIZZA 构造 了 一 个 巧妙 的 反例 . 


A PIENE 。” . ,33 ， 


也 即 2’ e L®(0,T; H-1(Q)), 且 还 有 , z! Æ LEO) x HHO) x LPE) 内 连续 地 依赖 
(29, zt, vu}, 也 即 (4.16). 
因而 , 这 回 过 来 要 解 (4.9), 其 中 取 7 — “如 ,并 证 明 我 们 有 ; 


I9(O)|I zra 2) + e (Oleza) + alee < Cll fillor ao) (4.19) 
为 了 表达 方便 起 见 , 我 们 反 转 时 间 . 因而 我 们 有 0 是 下 面 方程 组 的 解 
0" — A8 = eR 在 Q 内， 
0(0)—60'(0) 20 在 9 内， (4.20) 


0-0 在 也 So 
我 们 想 证 明 
A(T) Il aa co + T + RS fi zi QN ) (4.21) 
E O 0, T) 


利用 稠密 性 和 取 极 限 证 明 (4.2 
的 , 取 值 落 在 Hi(0) 内 的 . NA 


因而 我 们 有 NS 
SS Qv. ON (4.22) 
其 中 , w 的 定义 为 NS Q NS 
b^ =~ XE X EL, (4.23) 
wt0)=0 FENDA 
(实际 上 由 于 fi > pcd n 所 以 0(0) = w” (0) = Aw(0) = 0). 
(4.23) 的 第 一 个 先 验 人 i 是 很 标准 的 . 我 们 用 -Aw 作 数 量 积 , 可 得 


2 EZ EP + |Aw(t)|?) = (V A(t), vw (t), 
由 此 马上 可 得 
w € L^?(0,T;H?(Q)n Hi(Q), w e L?(0,T; ED))， (4.24) 


映射 f, 一 w 就 是 连续 的 , 从 LO, T; Hg (Q)) 到 满足 (4.24) 的 w 所 组 成 的 空间 , BAH 
应 的 拓扑 . 因而 , 对 于 关于 上 连续 的 函数 (将 L 换 成 C), 我 们 有 同样 的 结果 , 因而 


Iw) az (ay nwacay + lw C) € CIE ior c0» (4.25) 
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或 者 w(T) = 0(T), UR, BFE t = T BRE fi = 0, w'(T) — Au(T) = 0(T), A 
此 (4.25) 等 价 于 
IA6(T)]| + Je TD) < CI fillor; si coy (4.26) 


E 
我 们 将 得 到 (4.21), 只 要 我 们 证 明 
ae 和 Cll fAillz:(0,7;2(0))- (4.27) 


RER (4.27) 是 先前 证 明 的 “ 正 向 不 等 式 ”的 一 个 变形 . 我 们 来 给 出 其 细节 . 用 
hs FELA (4.20), 其 中 hy € C (£2), he =U RS (完全 与 我 们 在 定理 4.3 的 


0 
证 明 二 样 地 ) 我 们 首先 得 到 , 与 (3.41) 同样 的 {HEI gh = he) 


i EAT Oh, 00 00 
/ bud ER 2 zt ug Heer M E t 
(6 (T), he LE Bax 9 | NS zd SK 282; Bax Da; dad 


: I fihi — So (4.28) 
但 是 , 若 记 SR XS 


SS fihi )8' dzdt 


而 0 = w" = Aw + Sa 
(fi hy) Aw + P an aU )dzdt 


- jd d ashes epe jdzdt. - (4.29 


我 们 将 (4.29) 代入 (4.28), 并 将 8 用 Aw + fy 代 换 , 得 : 


ees, 00 Sue 


(P (T), s (7) + 5 


a 00 00 
— 一 一 —— 2 — — —— 
i| | 7 x Q Ox; OTk p e 


Ba, (A + 2fiAw + |fi|? — |V6|?)dadt 


10h, 


[ees ai TAL )dadt. 
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简化 这 个 式 子 , 我 们 发 现 : 


90 à H om (Aw? - [VØ )dzdt — (4.30) 


T- |Z PaE = (P(T), ha 


"PP NN = J, hk LET 
Q Ox; OX’ Ox; Ory 


FH (4.24) (4.26) 可 得 , (4.30) 的 右 端 项 , 被 Cl| 广 za rmto)) 控制 , 由 此 得 (4.27). 
图 


FEAT Moo PACE, 定理 4.2 仍 成 立 . 图 


5 唯一 性 定理 . 反 向 不 等 式 
这 节 我 们 将 建立 一 个 定理 2.1 teles v 


我 们 已 经 在 第 2 节 中 看 到 , 利用 HUM, 3 — 孕育 了 系统 (1.1) 
(1.2) (1.9) 的 精确 能 控 性 . NS) PS 

这 个 唯一 性 结果 的 证 明 的 基本 部 

实际 上 我 们 将 证 明 : 当 Xo ( gum RS Sen (反问 不 
与 推论 1.1 的 正 向 不 等 式 合 起 门 束 能 误 别 rs 详细 刻画 出 精确 能 
性 所 在 空间 的 泛 函 框架 . 图 


CA 
Wa cm ASKS S 
de (zy — zi) 
以 及 边界 Y S S 人 
as 


T(z?) = | m(z) v(x) = mx(z)vk(ax) > 0), 
D, (2?) M (2?) = {x € T | m(z) - v(x) < 0} 


以 及 
2(z ) = T(2") x (0,7), 
E, (2°) = T, (a9) x (0, T). 


我 们 再 引进 


R(z?) = max |m(z)| = max| > (ok 一 2 |, TQ?) = 2R(2°). 
k=1 
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注 5.1 上面 定义 的 常数 R), 实际 上 是 RPA z0 为 球 心 包含 Q 的 球 的 最 
小 半径 . a 

这 节 最 主要 的 结果 如 下 . 

定理 5.1 ( 反 向 不 等 式 ) AER PHARRR, HART Æ C? 阶 的 , 那 
么 对 所 有 的 T >T), 以 及 所 有 (2.1) 的 弱 解 ,下 面 的 不 等 式 成 立 


REJ i99 pay, c (5.1) 


= 0 < 
(T— T(x))Eo < 2 T 5 


特别 地 , 这 个 定理 能 推出 下 面 的 唯一 性 结果 : S. 
推论 5.1 (唯一 性 定理 ) ”在 前 面 定理 的 条 S 的 弱 解 , 且 满 足 


— = 0 Ane, N 
那么 下 三 0. AAS SN ENS 
i52 由 第 2 SEES ER os Y (1.2) (1.9) iio 
用 恒 


T > T(a?) 的 精确 能 控 性 
定理 5.1 的 证 有 $53) e = 
因而 我 们 有 XS S 
X+ E d yl 3 / mural se? dd, (5.2) 


< ,me Oy. (5.3) 


我 们 注意 到 
86 ， J 85 ， : J 85 ， 
99 aay < vo dna Pas, (54 
[mem dX on TVA 5| dX < R(x”) s E» (5.4) 


因为 在 (zx?) E. m-v <0, BÆ X(a?) 上 |m. v| < R(z?). 
因而 由 (5.2) 和 (5.4), 可 得 


EC Ji ee ay, 


X+- a (J|? — | V®|?) dade + | IV$[^dzdt < l 
(2°) 


(5.5) 


我 们 记 
ya (I. — |Y]? )dzdt, (5.6 
Q 


我 们 如 下 估计 Y: 
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引 理 5.1 ”对 所 有 的 (2.1) 的 弱 解 再, 有 


= (9'(t), Dlo. (5.7) 


证 明 ”证明 非常 简单 . 我 们 可 以 直接 对 弱 解 建立 恒等式 (5 n 
我 们 用 e FEV (2.1), 并 在 Q 上 积分 , 得 


f (9" — A9)6dzdt = — | |’ dzdt + (8'(t),&(t))[o + n IV |^dzdt = 0, 
Q Q E 


由 此 可 得 (5.7). L| 


回 到 定理 5.1 的 证 明 . 
我 们 将 不 等 式 (5.5) 写成 如 下 形式 


SO SMS So» 2 


X4 TY a (| 更 412 + |V I?) dX. (5.8) 
利用 能 量 守恒 定律 , 有 SR 

十 SS DEAN (5.9) 

“ws 0 A à Pad. (5.10) 


现在 只 ER AM 
Sow QS oe PLW PL ae) 

we OD ho 
SARC OO LP Lay e, (5.11) 


Oxk 
Hj Cauchy-Schwartz 不 等 式 , 有 
KEO m + Bt) 
< BO wop + us m ZO f. (5.12) 
此 外 
O®(t) 2l à 
Im, + te 
P + = 1)? S(t) + (n - Nm D, 


=i D), Vte[0,T] (5.13) 
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以 及 
(5; A (0) = J B PASO aliar 


-i ai my so-(B(t))Pax = — [9 (0P. we [0,7]. (5.14) 


结合 (5.13) (5.14), 可 得 
a(t) 


| F Or = |m 
OP(t 


me e vt € [0, T]. (5.15) 
从 (5.11) (5.12) 和 (5.15) 可 得 


|Z| < R(z?)9' (t)? + SOS (5.16) 
由 (5.10) 和 (5.16) 就 可 得 出 不 AN AS E 
注 5.3 ”第 一 个 EU Se > f(z?) 建立 , 其 


st ne Dye 


中 


iif 02 X -A E a Rig MAS ee 
定理 5. ss FAT P. L. LIONS 的 一 个 注解 . 这 
Andes us n 1] 中 证 明 过 , 他 注意 到 了 (5.15). B 


it 5. 时 间 样 成 立 , 因为 证 明 的 基础 是 (3.51) 


ER "EN 
6 eas mes BÍ NS eiie HER 
6.1 ”主要 的 结果 

这 节 的 目的 是 叙述 这 一 章 主要 的 精确 能 控 性 结果 


定理 6.1 (精确 能 控 性 定理 )” 设 Q 是 民 "* 中 的 有 界 区 域 , HART Æ C? B8 
ik x? € R", T > T(r). | 
那么 对 所 有 的 初始 数 对 


{yy} e (9) x H^! (Q) (6. 


存在 控制 
v € L?(Xi(a9)) | (6. 
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使 得 系统 (1.1) (1.2) (1.9) AR y = y(v) 满足 (1.5). 
4 6] EDL, 我们 能 够 精确 控制 L2(Q) x 1 (Q) 中 的 初始 值 ,而 控制 取 自 L? (X (a9)). 
图 


证 明 ”现在 说 来 , 这 个 证 明 很 简单 . 
由 推论 5.1 的 唯一 性 定理 和 第 2 节 中 用 HUM 证 明 的 精确 能 控 性 定理 , 我 们 能 
够 精确 控制 的 初始 值 {yo,y!} 是 
{y',—y} EF, (6.3) 


其 中 F 是 FF 的 对 偶 , F 是 D(Q) x D(Q) ed 


| (99, 9^)| p = s = lia (z0 (6.4) 
联合 正 向 不 等 式 (推论 4.1) 和 反 向 不 等 eo 


at H 
JC, C3 > 0 使 得 OS S 2 Ep, NS (6.5) 
由 此 xS 
Qa (6.6) 


k SS NS (6.7) 
而 条 件 es 和 eo - 


与 (6.1) 等 价 . S A 
此 外 , 控制 o 的 定义 : 


v= = 在 X(2°) E, (6.9) 

其 中 B 是 (2.1) 5 (99,0!) e F 相应 的 解 , 而 由 正 向 不 等 式 有 (6.2). " 
ik 6.1 ”由 定理 42, # y= y(v) 满足 

y € C(0,T; L*(Q0)) nC! (0,T; H !(Q)). (6.10) 

m 


注 6.2 精确 能 控 性 定理 6.1 在 9 是 有 界 凸 集 时 仍然 成 立 ， 除了 凸 性 所 隐 伟 的 
性 质 外 , 不 需 其 他 的 正则 性 . E: 
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注 6.3 ”对 所 有 的 T > T(x), 存在 无 穷 多 个 控制 v, 它 在 工时 刻 将 解 y 带 到 平 
衡 状态 . 也 就 是 说 , 集合 


Usa = (v € L?(X(2°)) | y(T5v) = y (T; v) = 0, 在 Q 中 } (6.11) 
有 无 穷 多 个 元 素 . | 
实际 上 , 任 取 一 个 e > 0, 使 得 
T — e > T(a9). (6.12) 


在 te (0,2) 时 , Fe 


解 下 面 的 问题 


He = EQ, AGO) PRE as (6.18) 
a 0 Oo A, ss 


rae (6.14) 
其 中 {yy} e S Ry x Q))n C1(0,e; H—!(Q)), 所 以 
N RENS L?(Q) x H^! (Q), (6.15) 
mA Ay u RON 它 使 得 下 面 的 解 y = ylu) 
Hn 0 Æ Q x (e, T) A, 
y(spe zw (e) -21 EQ B, (6.16 
"Th 在 T(z9) x (e, T) E, 
0 在 T(z0) x (e,T) 上 
满足 在 OW y(T) = wy(T) = 0. 显然 这 样 的 是 存在 的 , A T -e > T (2°). 
那么 控制 
= Ve 在 (0, e) Ay, (6.1' 
u 在 (e,T) 内 


就 符合 我 们 的 要 求 , 也 就 是 说 v € Uaa. 
因而 Usa 肯定 有 无 穷 多 个 元 素 . 
我 们 可 以 对 Usa 做 更 加 深入 的 研究 , 这 会 有 各 种 各 样 的 应 FA, 这 将 是 另外 的 : 


文 的 目标 . 
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在 第 八 章 中 , 我 们 将 证 明 , 由 HUM 给 出 的 控制 v KE TF IZ PR 
1 2 
Joe dX 
=F ho 
在 集合 Usa 内 极 小 化 . 


6.2 ”关于 改变 范 数 的 一 些 注解 


BE G 是 任意 一 个 定义 在 L(a?) 上 的 Hilbert 空间 . 
由 推论 5.1, 
(8^, Hire = Ie lle 
定义 了 DQ) x D(Q) 上 的 一 个 范 数 . 
那么 我 们 定义 Fe 为 DMA) x D(Q) HREM KR, 
为 了 书写 方便 , i 


Fo=E SS 
MA, 至 少 形式 上 地 , 我 们 考察 方程 (2. ee nu Qu: QN 


Vid 外 > NS 
RS e 
VAS LN 
xs 
Hh Ig HGE aes 
我 们 接着 
MS (0), —(0)), 
我 们 可 验证 , A RN 


Cardi (995,9) >= Iz T 
因此 , A J&JÀ F Sj F’ 


我 们 以 这 种 方式 证 明了 


V{y',-y} e F', 3veG' 使 得 y= y(v) WA (1.5). 
我 们 所 做 的 演示 都 是 形式 的 , 但 都 可 以 将 它们 合法 化 , 只 要 用 对 偶 的 方法 , 将 问 


题 (6.21) 的 解 的 定义 明确 化 . 


. 41- 


(6.18) 


(6.19) 


(6.20) 


(6.21) 


(6.22) 


(6.23) - 


(6.24) 


这 样 证 明 的 定理 仍然 是 “抽象 的 ”因为 空间 Fr (AA F) 的 定义 不 是 用 经 典 


的 术语 . 
在 前 一 节 中 , 我 们 已 经 看 到 , 如 果 取 


T > T(x), X(z9) = T(2°) x (0,7) 及 G = L?(5(2°)) 
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我 们 有 
F = Hi(Q) x LQ). a 


在 研究 其 他 的 例子 之 前 , 我 们 给 出 两 个 有 用 的 一 般 的 注解 . 


注 6.4” 若 考察 
G4 C Go 


那么 
Fg, C Faz 


因此 


(Fa,) C (Fa,) VASA 
注 6.5 X LEENE E(x?) 上 的 函数 们 将 在 例子 中 将 这 一 点 
明确 化 ). 那么 , 假如 我 们 有 SS 


<< (6.25) 
EES 


rte’ 
rmes QV < x 
>on | 19:20) 


我 们 就 有 MEHR Ae fi F 的 对 偶 , F 是 DO) x DA) dio 


llir 的 完 
注 6.6 KOD S x D(Q) 不 同 的 正则 函数 空间 的 完备 化 来 构造 空 


间 F. 
举 一 个 这 种 情形 的 例子 . 


Blei XL- Z, 也 就 是 说 


HE, BF» = I bn: (6.27 
在 这 种 情形 下 , 我 们 有 
定理 6.2 (精确 能 控 性 定理 ) ORR" 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C2 He 


设 x° € R^, T > T(a9). 
那么 对 所 有 的 初始 值 


{y°,y'} € HHQ) x (H? n Hd (Q)) (6.2! 
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存在 控制 
v € (H' (0, T; L(T(z^)))) 
使 得 系统 (1.1) (1.2) (1.9) AF y = y(v), 35 X (1.5). 
证 明 的 思路 设 
$ € C(0,T; H? N Hi(Q)) n C! (0, T; Ho (Q)) n C*(0, T; L7(Q)) 


是 (2.1) 的 强 解 . 
容易 验证 , Elx, t) = B'(z,t) 是 下 面 问题 的 弱 解 


& — AE =0 在 Q WW, 
£(0) = 1, &(0) = Ado x Q 内， 


AR 
的 范 数 等 价 


i rFi(Ce()nHi b A SM 
RS Hi He(Q), 


0 


因而 NS 
NS LT x HQ). 
在 这 种 情形 下 ， LQ 
PN- dp =0 在 Q 内 ， 
[|vr-wv(r-o 在 9 内 ， 


ð ,09' 
" = aT Əv ) 在 L(x?) Bun 
0 在 Ds (2°) ips 


这 个 问题 的 解 = (v, t) BAPE TA EY, 也 就 是 说 , % 满足 


ð’ 6’ 
Vfdzdt = — < y(0),0! > + < w'(0),6° > — —— ——dX, 
Q X(z9) Ov Ov 


V{0°, 0°, f) € (H? n Ho (Q)) x Hg(Q) x L*(0,T; H5 (Q)), 
(ce (0) 为 9 中 的 co» 函数 空间 . ` 


02 M SS : 
(C> WR Ile 的 完备 化 . 我 们 有 
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(6.31) 


£ € C(0,T; HA(Q))N ON SENS 
由 “ 正 向 不 等 式 ” 和 RS OE SA le SP 


(6.32) 


(6.33) 


(6.34) 


(6.35) 


(6.36) 
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其 中 9 = 9(z,t) 为 下 面 问题 的 解 


0" — A0 = f 在 8 内 ， 
0=0 EEE, (6.37) 
(0) = 0,0 (0) =} 在 9 内 


第 一 对 (第 二 对 ) 尖 括 号 < .… > 为 HHN) 和 HEN) (H2 N HEY A H?n HA (Q)) 
间 的 对 偶 积 . 
用 与 定理 4.2 类 似 的 方法 , 我 们 能 证 明 


00/9 T. H-1 ' e [A (0 ? n Ha (Q0) 
V € L*(0,T; H-'(Q)), v e L(0, Eee (6.38) 


($(0), 9^(0)) e HT (0) x (H? Cg 
定义 算 子 A SS > 
A{®°, SAS MA SN (6.39) 


< A{® me Wey " Pat (6.40) 


因此 , BETA F Bl 
o C Ee 我 们 有 精确 能 控 性 , 控制 v 由 


满足 


在 E(x?) E, (6.41) 
aS 在 2(z0) E. 


我 们 注意 到 , (6.41) ba — 是 取 在 空间 H'(0,7; L?(P(x9))) 和 (五 
(0,7; L?(I(a9)))) 之 间 的 对 偶 意义 上 的 ， 这 样 的 话 


| [i Bu diis = f w¢'dd, Yọ € H!(0,T; L?(L'(a9))). (6.42 
(2°) Ot X(z9) 


由 此 , 我 们 有 
v € (H'(0, T; Z^ (F(z?)))'. (6.4: 


iE 6.7 Hilbert 空间 (H?N Hà (0))! 不 是 一 个 广义 函数 空间 (因为 DQ) x D(C 
在 H?(0) n HE (Q) 中 不 稠密 ). 


6 在 经 典 泛 函 空间 中 的 一 些 精确 能 控 性 结果 : 45 - 


控制 v 是 用 对 偶 定 义 的 , 这 就 是 说 ， 


< a $ >= 上 ee dX, Yọ € H!(0,T; L?(T'(x?))). (6.44) 
F(z0) OV 


这 一 点 是 很 重要 的 . 在 分 部 积分 时 , 没有 t+ = 0 Bet = T BU Ttzo) 上 的 积分 
为 对 t 的 导数 是 在 (6.44) 的 意义 下 取 的 . 
系统 的 解 y — vo) 的 定义 , FBS. 它 以 下 面 的 弱 形 式 满足 方程 


ao! 
J if dsdpence dU dia) Sea 0G) Sis I w dd, Yf € D(Q), (6.45) 


0" NO — f 在 o, 
= 9(T) = Mr : (6.46) 
«voi (相应 地 < -,- >2) 为 空间 AMA H ie PE 
H? ^ Hà (Q)) 间 的 对 偶 积 NM ON 
HH (6.38) 有 IN > sx 


y e KCN N Ca (2))'). a 

注 6.8 ”此 处 我 人 fh Sow 第 三 章 和 第 四 章 我 们 将 碰 到 

类 似 的 情况 ， Val " 
STRE Seen 
"T" $y I Mz rzr ren, (6.47) 

n | Soller eatem. | (6.48) 
在 此 情况 下 , 识别 空间 F 的 问题 , 似乎 仍 是 个 未 解决 的 问题 . 尽管 如 此 , 在 一 些 


特殊 情形 下 , 我 们 还 是 能 刻画 它们 的 特征 ， 此 处 我 们 举 出 一 个 例子 (此 外 这 也 给 出 
了 , 一 般 情形 下 , 上 面 定义 的 空间 F 的 一 些 可 能 的 结构 的 思路 ). 
例 6.2 Q = {z = (2,22) E R? | z? +22 <1} = B(0,1) cC R2 . 
我 们 记 (r, 6) 为 平面 IR? 的 极 坐 标 . 
在 这 个 情形 下 , 我 们 有 


其 中 


86 00 
s Bis: 

我 们 已 经 证 明了 , T Ta), 那么 

(a) 对 于 |{®", Hle = I - [nasce 我 们 有 F = HN) x LQ). 


(6.49) 
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= liza) FANT F = (H?N B1(Q)) x A(O). 


T 


(b) 对 于 (92, 913] = || 
(c) 对 于 HOO Helo loeo ran ce y= (ll g leent gag! ree a 
我 们 有 | 


dVo° 


5j e (Z^(0))^) x (9! e L7(Q)| 5 e L7(Q)}. (6.50) 


F = (8^ e (O)| 


0 pl OP" a 0 a i TE 
(3) 对 于 (9, O Fle = II lee locale ey? RN 


1 
F = (8? € PNIA) | one e L*(2)} x {61 e eo TA 


在 这 种 情形 下 , 证 明 非 常 简单 RERA $ an 那么 = a 是 
下 面 问题 的 解 S SN 
cr — ie Sx Ñ, | 
COYNE ors ONA, (6.52) 


E (£7(9))"}. (6.51) 


0 1 
NS Ey ^ Se s (6.53) 


| KAN 6.1 建立 的 等 价 范 数 出 发 , 等 式 (6.51) 可 以 用 类 他 
的 方法 证 明 . | P| 
更 加 弱 的 范 数 | 
在 前 面 的 例子 中 , 我 们 取 的 范 数 jls 是 越 来 越 强 , 因而 空间 F 越 来 越 小 , Alii 
它们 的 对 偶 越 来 越 大 . 
我 们 现在 寻找 更 弱 的 范 数 . 
我 们 以 一 个 一 般 的 注解 开始 : 我 们 前 面 是 从 (0°) 上 的 函数 空间 G 出 发 , 定 》 
F. 我 们 可 以 反 过 来 , M F 出 发 定义 空间 G. 
选取 
F = I?(Q) x HHA), (6.54 
那么 显然 
F” = [7(9) x Hi(Q). (6.5: 
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对 (89,0!) e F, fg o 满足 
oo . 2 
&e L™(0,T; L*(Q)), (6.56) 
9' c L~(0,T; H *(Q)), 


因而 
Ao = à" c W +™(0,T; H*(Q)). (6.57) 
鉴于 A 是 从 HiO) 到 五 -1(Q9) 的 同 构 , MO 在 边界 的 值 是 ( 弱 意 义 下 ) F, 由 
此 可 得 
$c W-b9(0,T; Hg ()). (6.58) 
那么 Ae = "ec W-*-(0,T. Hi(0)), REET EIGE, 例如 是 C? 阶 的 . 由 此 
可 得 © e W (0, T; H? N H1(Q)). 


那么 Q, 
A e W730, as SS (6.59) 
那么 , 我 们 定义 o S ss 
G = 4 (89,9!) NÉ S) (6.60) 


鉴于 映射 
SS S (6.61) 
是 双 射 iis fl S 结构 : 
oe UE GNF Ie (6.62) 
我 们 有 oY 


定理 6.3 Ki < T > T(z?) = 2R(2°). ik (y9,y1) X 
HG(Q) x LUQ) 中 任意 将 值 ,. 那 G 中 的 控制 v, 使 得 y(T) = y/(T) = 0. w 

自然 地 , 这 个 “抽象 ” MS 意义 , 除非 我 们 能 够 明确 G 的 性 质 ! 

为 此 , 我 们 引进 x, 它 是 下 面 的 解 


Ax =6', x € Hg(2) (6.63) 
及 w, 由 下 面 定 义 ; 
vibes f B(o)do + x. (6.64) 
那么 
w^ — Aw =0 E Q x (0,T) A, 
POR x,w'(0) —? 在 9 内 ， (6.65) 


w = 0 fe DE. 
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当 (90,91) Hg F = L?(Q) x HHO) 时 , 那么 (x, 99) Paid HENO) x L9). 
因而 


A Iso BB. L^ Gi). (6.66 
m OB ð ð 
w 
8v 7 T (6:67) 


Bos È tz(a) = H-1(0,T; L?(T(z°))). 


映射 a 
(99,91) 一 ve (6.68) 
因而 是 LN) x H-1(0) 到 H-1(0, T; L?(T(z? 的 、 < 另外 它 是 
双 射 (唯一 性 定理 ), 因而 这 是 一 个 同 构 ， A 
(E > (6.69) 
" ox NN 
SAGA S (6.70) 


因而 我 们 有 
定理 6.4 在 wa 对 SRM 中 任意 的 值 , 存 


在 vv 使 得 SS 
S POS 0 若 t 二 0 或 {二 工 (6.71 
VS y(T) = y'(T) =0. (6.72 


注 6.9 ”前 面 的 结果 仍然 在 9 是 R" 的 有 界 凸 集 时 成 立 , 对 边界 RT AEE 
隐 含 的 性 质 外 , 不 需 其 他 的 正则 性 
我 们 同样 可 以 引进 非 线性 Banach 空间 
实际 上 , 若 定义 
0 æl 0o x 
MOO pem mee e (A. Psy, «pedes (67 


并 且 我 们 构造 Banach 空间 F Jy DN) x D(Q) 按 此 范 数 的 完备 化 ， 在 对 偶 空 间 ; 
中 , 我 们 就 有 精确 能 控 性 . 
在 p=2 的 情形 , 我 们 回 到 前 面 的 结果 . 
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为 了 证 明 这 个 结果 , 我 们 考察 “ 反 向 ”问题 


y" = Ay =0 在 Q A, 
WT) =~(T)=0 OA, 
(6.74) 
NE | Beeb 
0 在 E(x?) 上 
并 定义 
A(99, t} = (y'(0), —(0)). 
我 们 注意 


< A{®°, 61}, (99,91) >= em (6.75) 


此 外 , 我 们 证 明 , A J&—^ A. F A) F 的 


实际 上 有 SS eS 
< A{#°, MK KS > 
" 人 l - o? ail > 0. (6.76) 
因而 算 子 A: F> F EN 


En ANSA HURT 足够 正则 . 
设 1<p< A 、 
那么 , 对 所 {20 OA 
RS er 


的 空间 FELA DO) x D(Q)WeL4t (6.73) 的 完备 化 , 存在 控制 ve LP (E(x), È 


将 系统 在 T 时 刻 带 到 平衡 状态 . a 
6.10 4i<p<2, WAT i C? 阶 正则 性 就 够 了 , 因为 
® € L?(X(z9)) > v € LP(X(2°)). (6.77) 
在 这 种 情况 下 有 


FI(O) x IP(Q)CF 


由 此 
F' C HHQ) x L7(Q). (6.78) 
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注 6.11 当 p > 2 时 , 我 们 必须 对 工 假设 “更 多 一 点 的 正则 性 ”, 使 得 范 数 |, 
的 定义 是 合适 的 . 实际 上 , 我 们 知道 , AD 是 (2.1) 的 弱 解 , 那么 © € L?(X(a9)), 4E 
我 们 不 能 证 明 6 € L^(X(z9)). 相反 地 , AT 足够 的 正则 (例如 我 们 可 以 看 见 
对 所 有 的 (9,0!) e D(Q) x DN), A Be C, 并 且 ， 特别 地 , 2 ô? < L?(3:(x°)), 这 
就 能 用 来 构造 空间 F. 


在 p>2 时 , BAA, 
3C > 0, 使 得 p = Irae «C p T: (6.79 
因而 
F c Hy(Q) x a (6.50 
H (Q) x LOKE 
S 
Ìt 6.12 4n=1 时 ， PASA pare Wo’? (Q) x L(A) 
XI n > 2 的 情形 , 除了 cous 我 人 SO E 
Pi A ie) LNS aS 
例如 , 考察 2(z9) 上 的 ae 0 Eve t) < q, 且 范 数 
iw ,91) a e i (6.81 
WAX T >T se NN 
aie at (6.82 
ia, EKNE, (6.83 
在 32) $, 
此 处 , $ = O(a, t) 是 (2. 直 的 与 初始 值 (99,91) 相应 的 解 , 使 得 
Ag{®°, 9!) = (y!, 9). (6.8: 


在 这 种 情形 下 , 同 构 Aq 是 由 下 面 的 反 向 问题 定义 的 : 
pT)=~(T)=0 在 9 内， 


(6.8 
| iid 在 E(x?) E, 


d Qv 
0 在 E(x?) E. 
vg 依赖 于 权重 q 的 方式 , 似乎 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 
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7 一 些 注解 和 附加 结果 
7.1 ”集合 T(z?) 的 几何 解释 
在 前 面 的 精确 能 控 性 的 结果 中 , 控制 v 的 作用 施加 在 了 下 面 形式 的 边界 上 
L(x?) — T (a?) x (0,7). 


我 们 证 明了 , 对 所 有 的 2° € R^ KT >T), 作用 是 位 于 2(z0) 上 时 , 系统 的 
精确 能 挖 性 能 实现 
然而 ， 重 要 的 是 要 指出 ，F(z0) 形式 的 集合 总 是 D 的 一 个 “足够 大 ” BST 


集合 . E 
例如 考察 N = B(0,1) c R2. 显然 : KS 
(a) 4 a? € Q, (a?) =T; Q > 
(b) 车 a? g Q, T (a^) 的 测度 与 2° ro, : is 
T(ax’) 一 半圆 周 ， Ds iS EN 
ES = s e 
在 图 1.3(a) 和 (b) fi a € Le 0 c RAQ 的 情形 . 


T(z?) 
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在 这 个 情况 下 , 我 们 可 得 到 如 下 的 结果 : 
(c) 对 所 有 的 全 > 2, 我 们 有 作用 是 位 于 整个 下 上 的 精确 能 控 性 . 
实际 上 , 我 们 取 2° = 0; 那么 F(z0) =r E. T(x) = 2. 实际 上 有 
R(0) = min R(a9). 
(d) 我 们 能 够 控制 从 y? e L?(Q), y! e H1(Q) 出 发 的 系统 , 而 作用 所 处 的 部 
ii^ eR Mud 但 是 所 花 的 时 间 “非常 的 大 ”. 
结果 的 重要 之 点 在 于 , 可 控制 的 初始 值 空间 F' 既 不 依赖 于 20 也 不 依赖 
T da 
在 第 8 节 将 证 明 , 只 要 T > 4, 对 工 的 所 有 非 安 开 子 集 Fo, 系统 的 精确 能 控 必 
能 实现 , 但 是 初始 值 取 自 一 个 更 小 的 空间 , 而 Ws 
在 附录 2 中 , C. BARDOS, G. as RAUCH 刻画 了 集合 Xo = To: 
(0,77) 的 特征 , 使 得 系统 在 空间 LN) x : 他 们 特别 证 明了 : 


一 若 ro 是 连通 的 , 那么 ro 包 ee Quen 形式 的 集合 

一 着 T «2, 系统 在 空间 二 SN 

一 存在 To > 0, 使 ange ROT ra? e 性 在 > 
H9) 中 可 实现 . 


现在 , 考察 正方 hairy ay, SAs 容易 验证 : 
A = : 0. EN) AN 
S ? SONS 的 两 条 边 的 并 集 . 
V1.4 See 
ON —> T(x) 


ai d D,(z?) SAREE 


1.4 


因而 在 这 种 情形 下 : 
一 车 我 们 作用 在 整个 T 上 , 只 要 > V5, 就 能 在 LO) x H-1(0) 中 控制 系 


7 一些 注解 和 附加 结果 


一 车 我 们 作用 在 相交 的 两 条 边 上 , 只 要 T > 2/2, 就 能 在 LO) x H-!(Q) PRE 
HRA. 

在 这 后 面 的 第 8 节 中 的 结果 可 应 用 于 此 并 证 明 , 对 全 > 2/2 及 “任意 的 ” To CT, 
精确 能 控 性 将 在 一 个 “未 被 识别 ”的 空间 pF" 中 实现 . 


由 于 区 域 09 的 非 正 则 性 , 附录 2 的 结果 不 能 在 这 个 情形 下 应 用 . m 
一 般 地 , 我 们 可 以 说 , 4 Q 是 凸 的 , JLACHAERMVTRETTE,HT»-0HBMEÉE 
径 时 , 我 们 有 在 L^(0) x H-1(0) 中 的 精确 能 控 性 . M 


7.2 ”作用 位 于 非 柱 形 的 边界 部 分 

我 们 证 明 的 精确 能 控 性 的 结果 , 其 作用 都 是 位 于 D 的 形式 为 2(z0) = T(z0) x 
(0,7) 的 柱 形 边 界 上 . | 

这 节 的 目的 是 说 明 ， — 于 非 柱 形 边界 部 分 的 精 
确 能 控 性 . 
我 们 首先 建立 SS Q 
引 理 7.1 设 Q 是 Rr 中 的 有 SDA 2 eom e (CHA x 

fe 多 有 


(0, T]))^. 那么 对 方程 (2.1) HMA E S 
SNS la |Vé|?)dzdt (7.1) 
NJ Rn NI, vds dad. 
S ee i 
证 明 INN 似 、 5 pone ida 
J oe ean Osa > ? (IT 
Q Tk 


xe T po / dod T 
[Pease + Heep Moet (0a 57 ON 


_ xe (19e =|"? + Dak E )dudt (9/(), a. Y. a 


BUN BUES IBA m(a,t) = 2 一 20(t) 的 向 量 场 , 其 中 zx9(t) e C! (0,T). 
在 恒等式 (6.19) 中 , 取 q =m, 与 定理 5.1 一 样 , 可 得 : 
(T — Ty)Es < | i V mi dnd 4C 人 Pan, (7.2) 
其 中 C > 0， | 
Xo = ((z,t) € x =P x (0,7) | m(z,t) -v > 0] (7.3) 
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H. 
To = 2 max |m(a, t)| — 2 max. D» — 9 (t)|?|2. (7.4 
我 们 接着 控制 下 面 的 项 
/ / 22 / 
我 们 得 到 is 
(TA — lim | rss (a) — To)Eo < C 人 |, (Pad. (7.6 


由 不 等 式 (7.6) 和 HUM, 我 们 可 推出 下 面 的 精确 能 控 性 结果 ， 
定理 7.1 GE OQ 是 有 界 区 域 , HART 3, z(t) € (C (R))" E. T, = 


sup Eeo) <1. 那么 对 所 有 的 
(7.7 
系统 (1.1) (1.2) (1.9) 在 L2(Q) x QN | (nitas D v € L?(Xg). B 
注 7.1 当 (t) = 2, A T(zo). 因而 , RATER 
得 到 了 定理 6.1 ns Se E 
$72 与 第 S E23]: 2172: I TE. 
化 . KS eS u 
7.3 wate o AS 
au side e gp 的 重要 之 处 , 在 于 恒等式 (3.41). 
恒等式 (3. S AN ed 


H? n Hi(Q)) n C1 (0,T; L?(Q)), 
它 满足 的 问题 为 G 


0 A0 — f. 在 Q 内 ， 
6(0) —09,0'(0) —0* 在 Q 内， 
0-0 EXE, 


然后 对 弱 解 0 € C(0, T; Hi (Q)) n C* (0,7; LQ) 通过 极限 建立 . 
我 们 已 经 指出 , 下 面 函 数 类 的 强 解 的 存在 性 


0 € C(0, T; R? N HEY) n CHO, T; EL2(D)) 
是 由 于 下 面 的 性 质 
—Au € L?(Q) 


=> u € H? N HEQ). 
u € Hi(Q) (9) 
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当 9 ÆR 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 c? 阶 的 或 O Jer SET, 这 个 正则 性 结论 成 


`L. 

P. GRISVARD Æ [2] 和 [3] 中 证 明了 , 24 9 Æ R”, n «3 中 的 多 面体 时 , 前 面 的 
精确 能 控 性 结果 仍然 成 立 . 

他 的 证 明 的 基础 是 , 从 下 面 的 Dirichlet 问题 的 最 高 的 正则 性 结果 出 发 , 得 到 恒 
等 式 (3.41). 


引 理 7.2 ji Q X R? 中 的 多 边 形 , 或 是 R 中 的 有 界 多 面体 . 那么 存在 sE 
(5.2 使 得 | 
—Au € L?(Q) 
u € Hi(Q) 


引 理 7.2 使 我 们 能 够 证 明 ， — SS SS 
dida. ap SN 
ERO 


并 进而 建立 恒等式 (3.41 s KS 
由 此 我 们 有 KS > S 
定理 7.2 Q , [3D S R? 中 的 多 边 形 , 或 是 R3 中 的 有 


VA 
RF 面体 . Kh x n H a 


J 
> SS 
s } € (N) x n 


v € L*(X(a?)) 


将 解 在 时 刻 T 带 到 平衡 状态 . 加 


=> uc H? N HR). E 


满足 


存在 控制 


8 Holmgren 定理 及 其 应 用 


在 第 6 节 中 , 当 作 用 施加 在 了 形式 为 L?) = T(z?) x (0,7) 的 边界 上 时 , 我 们 
已 经 得 到 了 精确 能 控 性 的 结果 . 
我 们 已 经 指出 , RA T) 一般 都 “足够 大 ”. 
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这 节 的 目的 是 , 给 出 唯一 性 结果 , 更 不 必 说 精确 能 控 性 结果 , 其 中 To CT E 
的 任意 小 的 一 部 分 . E 


我 们 从 L. HORMANDER [1] (定理 5.3.3) 的 定理 开始 , CERA RC — A 
HRA AEA TER Pr. 它 实 际 上 与 经 典 的 Holmgren 唯一 性 定理 的 
WAR. 


定理 8.1 (L. HORMANDER [1]) iO, de O4 X RF PHBAGHE, Os « 
Os, 并 设 P(D) 是 系数 为 常数 的 微分 算 子 , 满足 : 对 所 有 的 P(D) 的 特征 平面 I, 3 
INO, z e, M IInOs 4S. 那么 ,方程 P(D)u = 0 HAM u € D' (Oo), us 
在 O1 里 成 立 , Wu=0 在 Op 里 也 成 立 . I 


注 8.1 条 件 D 
u=0 Ë O; OAS 


应 该 理解 为 , 在 广义 函数 意义 下 ， A D 
<u,g $c rfady = = S i 
为 了 将 我 们 的 应 coe WR 
S. ^ ~ (8.1 
(8.2 
M 人 yc ad dal 
KS “ee x RI S d + bt = c), (8.: 


t=1 


其 中 (aj) 4, b Alc ans 
SAF P(D) 相应 的 特征 多 项 式 P(a1,… , an, b) 定义 为 


Po ,an,b) =b? — 5 lail’, (8. 
a=1 
由 此 
HI 是 与 P(D) 相关 的 特征 平面 e 》 lai? = b. (8 


i=l 


现在 任 取 21, zz € R” 以 及 07>07r>92z — zol. 构造 凸 集 


= B(z,6) x (0,7) (8 
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Oz = U B((1 m ET + A22,6) x (Alz1 = zoj, T = Alz = 29]). (8.7) 
AE [0,1] 


显然 (参看 下 面 的 图 1.5(a), (b) 和 (c)) 由 特征 平面 的 结构 知 , 定理 8.1 的 假设 
被 满足 . 


2, sv, — zal 7 — Alz1 — 221) 


t=7 — |z — z2| 


t= |z1 — zal 
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由 定理 8.1, 我 们 有 下 面 的 唯一 性 准则 . 
引 理 8.1 iX O; fe Os 由 (8.6)(8.7) Bw. Hue D'(O5) 为 下 面 的 解 


u” — Au = 0 Æ D'(O2) A, (8.8 
u=0 在 O71 A. l 

那么 有 
u=0 在 O A. (8.9 


ME, 我 们 将 证 明定 理 2.1 形式 的 唯一 性 定理 和信、 
为 了 方便 起 见 , RIER R” eie el 般 的 情形 参见 下 面 的 注 8.4) 
(2 1.6) 


我 们 考察 一 点 ze 荆 及 n> 0， 
N 


(8.10 


NS 


Tw) = sup d(z, To) = sup inf |x — yl, (8.1: 
zeñ zc velo 


也 就 是 说 , 该 常数 为 点 z e Q 和 边界 Fo 间 的 最 大 距离 . 


车 


我 们 有 下 面 的 唯一 性 定理 
定理 8.2 iR T > 2d(Q,Do). MARAT HM MY MA BM 再 


ae fi Q — Q x (0,T) A, (8.1 


B=0 Æ eT (OT) 上 . 


oe =0 在 Do =To x (0,7) 上 (8.: 


则 成 立 b=, 
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注 8.2” 当 QQ 是 一 个 边界 为 Lipschitz 的 开 集 时 , xc 388 6 € C(0, 7; Hd (Q))n 
C! (0, T; Z?(0)), 它 的 迹 Als 在 空间 WH (0,T; H-3 (D)) 中 有 定义 . 这 使 (8.13) 
有 意义 . 

此 外 , 我 们 知道 , 当 O 的 边界 为 C? Wr (或 9 2/4) HY, 7^ e DD). 在 这 种 


情况 下 (8.13) 应 该 理解 为 在 L?(50) 意义 下 . E 
定理 8.2 的 证 明 我们 按 下 面 的 方式 , 将 弱 解 更 延 拓 成 多 
a fe v ^, (8.14) 
0 FQ\QA, 
其 中 Q = Ê x (0,T), à = QU B(z,). NS 


—~Aé=0 


ad (8.15) 
$-—0 S 在 < T) 
其 中 了 = o, S D 

另外 , 由 & 的 构造 S.S S 


SENS o M I (8.16) 
我 们 注意 到 ， ~ 5 > 0 使 得 
So she S an 


AB) CQ, B(z1,6) c OQ. (8.18) 
BS Pad 
与 在 (8.6) (8.7) 里 一 们 构造 集合 O; Fl OX z-—zE&T-T 


从 (816) 和 (8.18) 可 失 


函数 b 满足 
|: e C(0,T; HÊ) n C! (0, T; L2( WO 


$20 在 0, = B(z1,6) x (0, T) A. 
由 引 理 8.1, 我 们 因而 有 
$—0 1E B(z,0) x (la —2|,T — |zi — zl) 内 . 
但 是 , AW T > 2lz -s| Re € 0 是 任意 的 , 我 们 实际 上 有 
2(5) 9) -0 在 Q 内， 
这 与 (8.12), 意味 着 在 Q HO =0. | i a 
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注 8.3 RE 
d(Q,Do) < OW EB, VY To cr. 
因而 , 特别 地 , 对 任意 的 To CT RT > 20 的 直径 , 有 唯一 性 结果 . ES 
$8.4 4O 不 是 凸 的 时 候 , 我 们 能 够 证 明 一 个 类 似 的 结果 . 只 要 定义 


de(Q, To) = sup dc(z, Lo) = sup inf d. (2, y), 
TEQ cen yelo 


其 中 
de(z,y) = 下 述 曲线 中 最 短 的 长 度 :7 € MN 1;0)[4(0) = 2, 7(1) = 


如 此 , 对 工 的 任意 的 非 空子 集 Do, 24 T > 24,8, Do) o 我 们 将 有 唯一 性 结果 . 
当 Qo 具有 Lipschitz 边界 时 , 存在 To(Q) > 0 SESS (Q d,(Q, Dg), Wo CT. Al 


而 , 我 们 有 相对 于 To 一 致 的 唯一 性 时 QNI E 


我 们 因而 证 明了 , 若 Q 是 C “eye AN 


gi _ Q (8.19) 
Æ DO) x DO) 上 的 一 Ex Ņ N 


定理 8.3 忆 精确 能 RAR PHARRR, 其 边界 工 是 C2 阶 的 . 
AT 20s 及 折 有 初始 值 {yl yt} 使 得 fo 9) € F’, 空间 F 
定义 为 DO) x D(Q) 按 lp 的 完备 化 , HE v E L?(Xig) 将 系统 在 时 刻 T 带 到 
平衡 状态 . vet E 
注 8.5 40 是 凸 的 时 候 , 同样 的 结果 成 立 (无 需 边界 的 C2 正则 性 ). 
在 Q 是 一 般 带 有 Lipschitz 边界 时 , 我 们 不 总 能 按照 (8.19) 所 隐 含 的 那样 , K 
5, 赋予 1^0) 的 意义 然而, 总 是 定义 在 W-ve(o, T; H7 T9) 中 , 这 人 允许 到 


们 考虑 
| (9^, 9^] = pes Bv elie cue 去 (ro)) 


并 得 到 Fr" 中 的 精确 能 控 性 , P 为 DOA) x D(Q) 按 这 个 范 数 的 完备 化 . 

以 这 种 方式 , 我 们 证 明了 精确 能 控 性 , 它 oe Lipschitz WFN, 
用 是 位 于 工 的 任意 小 的 子 集 To 上, 只 要 时 间 T >TO). 

重要 的 未 解决 的 问题 是 刻画 出 上 面 引进 的 空间 Fo) 的 本 质 特性 . | 
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节 中 , 我 们 将 演示 的 概念 具有 一 般 性 . 此 处 , 我 们 将 在 本 章 所 研究 的 特殊 情形 
Nae ia: 
因此 , 我 们 考察 状态 方程 


y'—- Ay —0 (9.1) 
具有 初始 值 : 
y(0) = 4°, y'(0) — v, (9.2) 
其 中 
y? e L(0),y! e H^! SN (9.3) 
我 们 施加 以 下 的 控制 : 


aud 22 ANS 
zi 在 x xg?) S S 
iE 9.1 ”我 们 选取 (9.3) NES SS 


K ROL (9.5) 
wt, M N 


ASQ 空间 . (9.6) 
我 们 称 T 时 刻 有 扩大 控 性 (C.E.E.), AX {y°, y!) € L2(Q) x 五 -1(9)， 
存在 v € L^(X(z9)), 使 得 
{VT (7;v)) eG (9.7) 

(此 处 , TE (9.7) 中 , y(t;v) = y(v) 记 为 (9.1) (9-2) (9.4) 的 解 ). 

注 9.2 AME G = {(0,0)}, 我 们 重新 回 到 经 典 的 精确 能 控 性 概念 . 若 G = 
L?(Q) x HHQ), 这 个 问题 显然 就 没有 目标 了 . E 

iE 9.3 ”结构 E(x?) — T (a?) x (0, T) 选取 成 与 本 书 研究 的 一 般 结构 相同 . 采用 
其 他 地 方 已 做 过 的 考虑 , 我 们 当然 可 以 做 其 他 的 选择 To (以 代替 T(z0)). 

对 于 所 选取 的 结构 D(x?) = T(x?) x (0, 7), 我 们 能 够 得 到 8, 只 要 G GR”, T E 
终 可 越 小 , C.E.E. 都 能 取得 . 我 们 将 在 例子 中 对 此 加 以 验证 .* E 
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注 9.4” 设 我 们 有 CEE., 那么 引进 非 空 集合 


Usa(G) = {vu |v € L*(X(2")), {y(T; es Gh. (9.8 
我 们 能 寻找 i 
inf 二 v?^dldt, v € Uaa(G). (9.9 
2 X(z9) 
下 面 采 用 的 HUM 给 出 了 (9.9) 的 解 . I 
HUM 的 采用 
引进 
G? = GTEL?(Q) x Fa oq (9.10 


因此 QS A 
f= OA n eee 


对 于 Hl(Q) x LQ) BEA N 
p” — Ao = O o? PN $i AS TEX d (9.11 


并 定义 9 
Fg = {{6°, NA C (efe \ —-é(T)eG?). (912 


注 SS qu) AS Hi(Q) x L?(). | 


我 们 进取 KO 


ONE a c —— HI 
(9.1 


iE 9.6 ”我 们 知道 , Æ T > 2R(2°), 上 面 的 范 数 在 HEO) x LN) rh, 因而 - 
不 必 说 在 Fa H, 与 HLO) x L) 的 范 数 等 价 ， 但 是 我 们 将 看 到 ,对 于 足够 大 
T < 2R(z9), 我 们 有 (9.13). 


我 们 现在 定义 Y 
V/ — Ad =0, 
Y(T) = 99, (T) = g; 
(9. 


op 
ve tz 在 E(x?) 上 
0 在 YAX(z?) E, 


9 扩大 的 精确 能 控 性 ` 63 - 


此 处 
{9°,9'} 是 G 中 的 任意 元 素 . (9.15) 


M g ={9°,g'} Bold G 中 的 元 素 时 , 我 们 因而 就 定义 了 一 族 函 数 v. 
我 们 定义 一 类 函数 如 下 


Ag{®®, &*} = {4 (0), ~—y(0)}. (9.16) 
我 们 有 


引 理 9.1 车 (95, Qe € Fg, 那么 Ag{®, 61} € (FG) H Ac € L(Fe; (Fa). 
a 


证 明 空间 (Fo) 是 AQ) x L^(Q) 的 一 个 商 空 间 ， 对 于 Fa 中 给 定 的 
(29,01), dt y (或 办 为 相应 于 G 中 的 g = < à = {9°,9°}) 的 (9.14) 


的 解 3 
我 们 需要 证 明 SS 
.— (V0) — #0), A> HON, Z SN 
也 就 是 SS SI S 
(%'(0) — " (0), Sw) € Fg. (9.17) 


® E - i 
但 是 ， goo BAS S 
X SS 
0(= on 6" ht(= gt — ô!) (9.18) 


此 处 (59, ht} EG. QS 
KO EH {6°, S 11) 的 解 ; 我 们 有 : 


n (" —A0)$dzdt = 0 (h^, &(T))— (6 (0), $9) —(h*, & (7) +(6(0), 8). (9.19) 
Qx(0,T) 


因为 (99, 61} € Fo, 由 定义 可 得 , {6'(T), —6(T)) e G9. 


因此 (h+, e()) — (n°, &^(T)) = 0, 因而 (9.19) 导出 (9.17). B 
我 们 显然 有 (我 们 已 经 为 此 做 好 了 所 有 该 做 的 事 ) 
< Ac (99,91), {6°, 9!) >= | (5° parar, (9.20) 
E(x?) OV 
因而 
Ac 是 从 Fe 到 (Fo)! 的 一 个 同 构 . (9.21) 


所 以 我 们 有 
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定理 9.1 我 们 设 (9.13) RL. 那么 在 全 时刻, 有 CEE. 
更 精确 地 : 对 L?(Q) x H-!(Q) 中 给 定 的 {y yl), 我 们 求解 方程 
Ag{®°, &*} = (y!, —?) (9.22 
或 再 更 精确 地 


Agc(29, 81} = (y! + ht, — y? + h°)}, 
其 中 ho € 17(Q), hl e HQ) B. (9.23 
< (hl, 59), (99,01) »5—0, v{e°, 01} € Fa. 


我 们 定义 了 o, 并 选取 
v= ag 在 SN SS (9.24 
SA v2drdt RR) 
(2°) 
g 


那么 , v 解答 了 我 们 的 问题 (此 外 ， S 


值 ) 

注 9.7 在 CEE. J ue 到 平衡 状态 ， 而 是 天 
到 空间 G 中 去 ， < < 其 中 (0,81) A 
L*(Q) x H-1(Q) Mike S {hi, - 8?) € (Fo)°. 3 


KE, 我 们 考察 下 面 qe S 
as. 0) > At, z« 0 TE X E, (9.25 
" Qr AS 
cane z'(T)) eG. (9.2€ 


FKE, i {6° or Fa, 的 解 . 我 们 有 
(zr), PS (2T), 9/(7)) — (/(0), 99) + (2(0), 8!) = 0. 
由 假设 , (2 (0), 99) — (z(0), !) = 0, 因此 
(2 (7), €(7)) — (2(T), &'(T)) = 0. (9.2 
但 是 , 由 Fo 的 定义 , 当 (00,01) 跑 遍 Fa Rt, (9/(T) — 9(T)) e G9, Hud GO( 因 为 
们 能 够 反 转 时 间 方 向 ). 那么 , (9.27) 证 明 我 们 有 (9.26). 
例 9.1 B wow; 是 包含 于 Q 中 的 两 个 开 集 , 使 得 
Q = wo Uw. l (9. 
设 
G={(g°,9')|g° =0 在 wo 上 ,9=0 Æw E} (9. 
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G9 = {h|h=(h°,h+), h? 20 在 wi E, h =0 在 wo E) (9.30) 


因而 


(9 (T), m; ae? ) 


n~ lary) =0, (9.31) 


AE (99,01) € Fa. 
前 面 几 节 里 的 通常 的 计算 显示 , 当 T > R(x) Bj, 我 们 有 (9.13)， 因 而 我 们 
有 C.E.E. (相应 于 (9.29) 定义 的 G), RAT > R(x) (而 不 是 G = (0,0) 时 的 


T > 2R(z0)) - 
注 9.8 ”前 面 的 例子 , 包含 了 下 面 两 个 特殊 > 


G = (g|g? = 0, gl 在 AD m (9.32) 
G = (gig? P(Q (9.33) 


Qr 
这 不 是 要 将 系统 带 到 平衡 状态 ESA ES TAE pip. 
Ke ONE 


在 工时 刻 为 零 . 我 们 能 实现 ; L2 要 让 系统 到 达 平 
衡 状 态 的 速度 E 


Gl 9.2 ik KS S 
NEN g$ 0 Æw E} (9.34) 
我 们 是 想 , 将 系 RN EAE T HA, 在 Q 的 一 个 子 集 上 , 处 于 


“平衡 状态 ”. 
那么 
| | G? — (h|h — jl hh? =h =0 在 Q\w E). (9.35) 
因而 , 引进 
R,(2°) 一 suplz 一 zl，zeQNa. (9.36) 


通常 的 计算 可 证 得 (9.13), RE 
T > R(x?) + R, (a?) (9.37) 


(这 改善 了 了 > 2R(2°), 因为 R.(a?) < R(a9)). : uH 
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10 “未 解决 的 问题 


10.1 几何 结构 的 影响 


考察 开 集 O, 它 里 面 有 洞 O1, 洞 的 边界 Di. 为 了 简单 起 见 假设 Do, T BAA 
集 的 边界 . 


To 


& 
SEN 
图 1 
那么 , 工 = To UTi, AEE O 中 SA N = 
因而 ， Pardi 制 波动 为 程 ， es As ) XH 10), 且 控 制 只 
作用 在 外 边界 Fo 上 << 
BEE DAT S OA I4 ON 和 Os 假设 为 (总 是 为 简单 
起 见 ) i358, 前 面 的 注 NN 


S E 


NS 1.8 


这 与 C. BARDOS, G. LEBEAU 和 J. RAUCH (附录 2) 的 结果 相符 : 可 能 会 丰 
奇 性 , 沿 着 某 一 条 “无 限 次 反射 的 射线 ”传播 就 像 (图 1.9 中 的 ) AB, "EXCOE-T ES 
作用 , 不 管 它们 如 何 施加 在 别处 的 边界 上 . 


To 
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但 是 我 们 总 能 够 考察 下 面 的 范 数 


dLdt 
d. x (0,7) e 


取 工 足够 大 . 相应 的 下 是 什么 空间 ? (这 个 空间 是 足够 “大 ”的 , 以 便 它 的 对 偶 不 包 
含 沿 着 “无 限 次 反射 的 射线 ” 带 有 奇 性 的 元 素 , 但 这 需要 细致 的 研究 .) 


10.2 设 To 是 工 的 一 个 任意 小 的 小 抉 . IA, T ÆR, (10.1) 才 是 一 个 范 数 . 相 
应 的 F 是 什么 空间 ? (我 们 已 经 在 上 面 问题 10.1 的 最 后 , 对 这 个 一 般 的 问题 指出 了 
一 个 特殊 的 情形 .) 


10.3 ”对 变 系数 的 双 曲 算 子 情况 是 如 何 的 ， NON 


He (10.1) 


ð ðP 
= pr; lag = 0, 


(10.2) 
Qij = aji € L'*(Q), a (x) CC; 2 a, a i 成 立 . 
到 目前 为 止 ， aae ets KM oR KOMORI 
C. BARDOS, G. LEBEAU, J. < nk ZUA 
在 第 六 章 第 2 节 中 , 我 们 将 I H ANEN 的 两 个 部 分 里 是 


不 同 的 常数 (传输 问题 )， 
SP ODE 个 问题 非常 重要 、 参见 J.-L. LIONS [3] 及 
10.4 SLITS ME SN 
v xoà —0 (10.3) 
以 及 S S 
(0) C, $(0)29!, 0—0 EXE. 


设 
a(t), a'(t) € L™(0, 00), a(t) 2 ap > 0. (10.4) 
Aid i 
E(t) = 5 («Ive + |®'(¢)|?) (10.5) 
我 们 有 | 
E(t) = By + 3 f a! (c)|V®(o)|2do. (10.6) 


如 果 我 们 做 一 个 额外 的 很 强 的 假设 


a'(t) > 0, : (10.7) 
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那么 , 我 们 可 得 E(t) > Eo 并 且 , Æ lallo = supa(t), 0 <t <T, 利用 通常 的 记号 , 3 


们 可 得 到 
2 ) mm — Riz? Malle 


Tu: 
EIE 2. dub 
此 时 的 理论 与 前 面 一 样 地 发 展 , 如 果 没 有 假设 (10.7) 它 又 会 是 如 何 ? 这 个 问题 的 难 
度 比 前 面 的 问题 要 小 . 但 是 系统 的 研究 使 加 在 a 上 的 条 件 是 最 一 般 化 的 , 这 还 是 入 
有 意义 的 . 
10.5 4E Hilbert 型 的 情形 
(除去 1 维 的 情形 ) 针对 空间 Fm, FF 是 由 正则 的 数值 用 范 数 


99 y 1/ es 
(人 NI p #2. 


完备 化 时 , 我 们 能 说 些 什么 呢 ? OS 
10.6 ” 非 线 性 问题 


在 非 线 性 问题 里 ， m oo 至 少 一 


一 一) 五 0 < [e F 2? varat. (10.8 


般 情况 下 是 这 样 的 . 
如 此 我 们 考察 


ore ISOS (10.9 
si À SS, = SS (10.10 
» hor y —0 Æ X HEAR). (10.11 


此 问题 没有 “ 合 > e L(x) 的 话 . 实际 上 , 我 们 可 以 考察 下 面 方 条 


的 解 w: 
Aw = 0, 
w(0)=w'(0)=0, w=v FED EF. 


那么 , w € L*(0,T; (0), 且 若 引进 
z—y-—u, 
那么 
z" — Az + (2° -- 3z?w + 3zw? +w?) — 0, 


而 ws 这 一 项 没有 意义 , 至 少 要 假设 ,一 一 因而 也 要 w 一 一 更 加 正则 . 
在 这 个 限制 条 件 下 , 4 v 跑 遍 了 “正则 ”函数 空间 时 , 对 {y(T),y(T)} 所 跑 遍 
空间 , 我 们 能 说 些 什 么 呢 ? 


Se ”精确 能 控 性 问题 的 一 般 框 架 . 
HUM: Hilbert 唯一 性 方法 


So 
S 
1 引言 NS S NS 


在 本 章 中 , 我 们 将 介 hos ~ iene 
的 一 般 方法 . S S < 

ER em Qui Ditepled eh HE fyrir. 以 及 将 在 后 面 各 
BO fto UY REF UG ERE. 
RE BEST ZB PE RRS ert Whigqueness Method” (WER HUM 方法 ). 在 第 一 
章 的 特殊 情形 下 ， De - 沪 法 

如 同 第 一 章 中 一 样 , 我 从 将 会 看 到 在 引入 一 个 适当 的 算 子 A 后 , 解决 精确 能 控 
性 问题 将 归结 为 下 面 两 点 : 

(a) 取得 唯一 性 定理 ; 

(b) 研究 由 唯一 性 定理 诱导 出 的 一 些 Hilbert 空间 ( 尽 可 能 地 刻画 或 用 已 知 的 空 


间 来 予以 定位 ) " 
在 本 章 , 我 们 将 介绍 HUM 方法 对 于 求解 边界 控制 问题 的 应 用 . 然而 , 这 一 方法 
也 是 可 以 用 来 解决 点 控制 及 区 域内 部 控制 问题 (参见 第 七 章 ) " 


我 们 的 目的 在 于 揭示 HUM 方法 基本 思想 而 不 去 过 多 地 涉及 一 些 技 术 处 理 方 
面 的 细节 ， 这 样 有 助 于 读者 能 很 快 地 掌握 方法 的 要 领 ， 我 们 将 会 经 常 地 使 用 J.-L. 
LIONS ÑE. MAGENES [1] (第 一 卷 的 第 2 章 及 第 二 卷 的 第 5 E) 的 结果 , 尤其 是 关 
于 问题 的 变 分 公式 及 弱 解 的 存在 性 . 在 本 书 中 , 我 们 将 会 在 各 种 特殊 情形 下 细致 地 
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设 9 是 R 中 的 一 个 区 域 (连通 开 集 ), 其 边界 了 = 00 RAIA. X1 
TU. 
考虑 发 展 系统 : 


ay 
Ot 


y(z,0) = y°(z), 2 (s, 0)—y!(z) dE QW, A (2.: 
Bjy — vj Vj E{1,--+,m}, (2: 


这 里 4 是 一 个 2m(m = 1,2,---) H SS. 间 ¢ ZG2S ANGI A 

数 . {Bicjcm 是 边界 算 子 集 , 它 Se (2 < 3) vos Hilber 

空间 上 是 适 定 的 (参见 J.-L. n n fs [中 给 出 的 一 些 充分 必要 和 

件 ). 换言之 , 我 们 作 了 如 下 始 信 H ARTE {vj;}ixjsm 取 值 于 - 
one We gt 


些 合适 的 Hilbert 空间 ) (2.2) (2.3) 允许 有 一 个 中 
k NY S ' 


ess 
< FON. hy 条 件 
PR 来 对 系统 的 边界 进行 作用 . | 


+ Ay =0 TE Q — Q x (0,T) A, (2.1 


Se at zm) y(0) := “z — y(a,0)”. (2. 
我 们 可 以 将 (2.1) (2.2) 或 写成 如 下 简单 的 形式 : 
在 Q 内 ， (2. 
y(0)—39, y(0-—y' 在 QQ 内 . (2 


系统 (2.1) (2.2) (2.3) 的 精确 能 控 性 问题 可 以 表述 如 下 : 

“给 定 一 个 时 间 T > 0, 对 于 任意 的 取 值 于 一 个 适当 Hilbert 空间 的 初始 
{uy} 能 否 找 到 定义 在 上 的 控制 向 量 (vjlae;en 使 得 相应 的 系统 (2.1) (2 
(2.3) 的 解 y 满足 

y(T;v) =y (T; =0 FEQ A” ¢ 


如 果 答 案 是 肯定 的 , 那么 称 系统 在 T 时 刻 是 精确 能 控 的 . 
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注 2.1 在 (2.7) 中 的 状态 (0,0) 是 系统 的 平衡 状态 . 因为 一 旦 在 T > 0 达到 
{0,0} 状态 , 那么 对 任何 的 t > T 在 没有 任何 外 力作 用 于 边界 的 情况 下 , fff y = y(v) 
永远 停留 在 {0,0} 状态 上 . 定义 


y 在 Q@ 内 ， 

y= (2.8) 
0 £02x(T,+00) A, 
Vj 在 2 aes 

vj = Vj € Ile ,m). (2.9) 
0 ”在 Tx (T,+00) 上， 


如 果 y 满足 方程 (2.5), 那么 了 = g(z, t) 就 是 下 面 问题 的 解 : 


Vy + Ay=0 在 2 x (0, +00) KS | (2.10) 
F0) =y, y(0-y QA, SS > (2.11) 
Bjy = vj | TET Q EDS! < (2.12) 
对 系统 (2.1) (2.2) (2.3) RS eA m 


把 系统 的 解 带 到 平衡 状态 
ER a EV 没有 明确 


(b) 可 被 控制 的 Se 
(c) 可 允许 的 
对 上 述 问 NA 


注 2.2 e SN 那么 所 考虑 的 系统 是 双 曲 的 . 一 个 最 简单 
的 情形 是 4 = -A(A MA ). 在 此 情形 下 , 我 们 回 到 第 一 章 中 讨论 过 的 带 
有 Dirichlet 型 边界 作用 mas B 


ik 2.3 ”对 双 曲 型 的 系统 , 精确 能 控 性 只 可 能 在 时 间 T > 0 充分 大 时 才 会 发 生 . 

这 点 已 经 在 第 一 章 的 注 1.2 MANT. 
WR A 是 高 于 二 阶 的 椭圆 算 子 , 系统 就 不 是 双 曲 的 . 因此 对 工 的 限制 也 就 不 必 
HT. 例如 在 A = A? (A? := 重 Laplace 算 子 ) F, 我 们 可 以 得 到 一 些 在 全 > 0 任意 
小 时 的 精确 能 控 性 (参见 第 四 章 及 附录 1). B 


iE 2.4 在 实际 应 用 中 , 我 们 希望 在 控制 系统 的 同时 能 够 从 某 种 意义 上 尽 可 能 
地 “缩小 ” 在 边界 上 的 作用 . 我 们 通常 会 遇 到 下 面 几 种 对 控制 向 量 的 约束 : 

(a) Æ E\ Up Ev; 20, Vj eJ C {1,+++ , m}. 这 里 2o 是 2 的 一 个 非 空 部 分 , J 
是 指标 集 . 这 样 的 约束 表示 控制 向 量 {v;}yey 只 作用 在 系统 边界 D 的 一 个 局 部 Do 
us : | 
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(b vj =0 ED E, V7 ETC {1,--- m), JA (4, m). 在 此 情形 下 , RIIS 
REE IRE {Bijes 来 对 系统 产生 作用 . 

在 第 3 节 中 , 我 们 将 详细 地 介绍 如 何 应 用 求解 精确 能 控 性 的 HUM 方法 来 处 至 
ERAR. É 

注 2.5 ”一 般 来 说 , WE EMER E TERA E E A E 8] E TE RE 

我 们 在 第 一 章 中 已 经 证 明了 当 X Æ x: 889—884) LL oi AREER ES 
控制 作用 , 那么 初始 值 越 光滑 (或 不 光滑 ), 控制 向 量 也 就 越 光 滑 (或 不 光滑 ). E 
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EE pu RATS AT Histo aya 本 节 将 集中 介绍 求解 这 
一 问题 的 HUM 方法 的 基本 思想 . 我 们 将 给 HUM 遍 法 来 求解 发 展 系统 (2.1 


(2.2) (2.3) 的 主要 步 又 . SURAT ERA RLU SLT. E 

记 一 组 边界 算 子 {C; herem FENG A (Dy AN = .,m) (4 
算 子 的 定义 参见 J.-L. LIONS oue» s ES: Cj) WEFT 
Green 公式 : SR 


f Une e E] (G; ENS BOWE, ve, PECA), (31 
^ TN 


TE exui NS 
应 用 HUM ew 
| sm spi 


UMP —0 S. Q A, 
DO) = S80) =O ENA, (3.: 
DRAN f xb, vie(t m), 
带 有 初始 值 99, 6! € C (0) 并 满足 相 容 性 条 件 : 
B® =0, Vj, “4 B, 的 阶 数 小 于 m. (3. 


这 样 的 齐 性 系统 是 有 定义 的 (参见 J.-L. LIONS 和 E. MAGENES [1]). 因此 : 
统 (3.2) 存在 一 个 唯一 的 弱 解 更 = (x,t). 


步骤 2 接着 考虑 一 个 (3.2) 的 相关 系统 : 
V" + Ap =0 TE Q Hj, 
V(T)-w(T)-0 在 9 内， (3 
Bj = —C;o Æ X b, Vje {1,… ,m], 
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其 中 p = O(a, t) 是 (3.2) 的 解 . 
如 果 我 们 对 最 初 的 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 设置 约束 条 件 : YE XV Xo 上 v; =0 (或 
Æ E E v; — 0), 那么 系统 (3.4) 中 的 边界 条 件 就 要 改写 成 : 


—C;6 EX E, 
B=} i ° (或 =0 Æ E E). 
0 Æ XV Uo 上 


称 (3.4) 为 非 齐 性 逆 问 题 . 这 是 因为 我 们 已 知 终 值 条 件 v(T) = p(T) = 0 并 且 
边界 条 件 是 非 齐 性 的 ， 

系统 (3.4) 的 解 能 够 通过 转 置 方法 来 得 到 (参见 J.-L. LIONS 和 E. MAGENES 
[1])， 得 到 的 可 能 是 一 些 弱 解 , 但 是 它们 有 是 够 的 正则 性 以 便 可 以 定义 光 及 在 
t = 0 时 刻 的 值 S 

于 是 , 我 们 可 以 定义 一 个 关于 初始 值 (99, ose 


8 
A(99, $i) KSC N (3.5) 
E 
步骤 3 设 初始 值 E, e AN S 3). dH € = £(z,t) 
所 对 应 的 问题 (3.2) 的 解 re 
用 & 乘 以 方程 (3. 外 并 Q 可 以 得 到 : 


ES S SEES V C;6d3 = > Cj C;£dX. (3.6) 


inn dors Ou 4) iust ce AIRE THRE (3.6) 成 立 . 
特别 地 , 当 (69, ey AP) 时 , 我 们 有 


(A(39, 61}, (89,9!) = | (Bp(0) — By(0))dz 
=Y | Gapa ICR, 7) 


v[49, 5!) e CM) x C (a) 并 满足 条 件 (3.3). 
于 是 , 我 们 可 以 定义 一 个 半 范 数 


l| (9^, 9 lle := $3 lC;9l2255)3 


v(99,9!] c eG) x C?v(Q) 满足 (3. 3). 


(3.8) | 
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假设 在 C (N) x C(O) 的 满足 相 容 性 条 件 (3.3) 的 函数 子 空间 中 , | e 定义 
了 一 个 范 数 .当然 , - Ile 在 这 个 子 空间 中 定义 了 一 个 范 数 , 这 个 事实 等 价 于 下 面 的 
唯一 性 定理 . 

定理 3.1 (唯一 性 定理 ) ”方程 组 (3.2) 的 所 有 解 © = O(c, t), 相应 的 初始 值 O°, 
$! c C™(Q) 满足 (3.3), 并 且 满 足 条 件 


Cj;B=0 4X, Vjell.,mp (3.9) 
满足 三 0 在 Q 内 ,特别 地 , 99 — 0! «04 0 n. a 
注 3.1 我 们 已 经 说 过 , 方程 组 (3.4) 的 边界 第 件 应 该 如 何 调整 , 而 最 终 成 为 对 
系统 控制 向 量 的 约束 . 
假如 我 们 设置 约束 SS Q 
vj 三 0 FEX\D SSency NS 
问题 (3.4) 的 边界 条 件 将 成 为 S RSS 


S oe SS 
并 且 我 们 将 有 "SS RS 
< RILE =} = Mola, 


i 
Re e = È Cj B||22¢0,))? 


我 们 可 以 看 出 , | 将 定义 一 个 范 数 , 如 果 我 们 有 下 面 的 唯一 性 准则 : 


$ 为 (3.2) 的 解 ， 
CB=0 TEX b,Vvje(il.,m) 


— $c04E QJ. 


同样 地 , 在 下 面 的 约束 下 
vy 三 0 在 上 ,VYvijeJcf{l,.…,m} 
要 考察 的 边界 条 件 将 成 为 


Bip = —C;®, HET; Byp—0, Hi EJ, 
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并 且 我 们 将 得 到 
< A(9, d}, (4^, 9) a a Cj ll za (uy 
j€J 


在 这 个 情形 下 , 半 范 数 
HE, 134 e = (》 IGal)? 


j€J 
是 一 个 范 数 , 如 果 我 们 有 唯一 性 准则 ; 


icm, 的 解 ， 26-0 1EQH. 


话 , 就 可 以 列 出 一 些 半 范 数 . 如 果 还 有 适当 的 叭 ~ 小 3 苑 数 就 变 为 范 数 . 
在 通常 情况 下 ， SD 


(> pem (E) 
其 中 G,;(X) (X Gjo) Æ X ( 的 SS SE NET AULA BAKE 
B 


择 自由 度 . 
注 3.2 Lb Say 获得 SS 是 应 用 HUM 方法 的 第 
大 致 如 下 : 


一 要 素 . RHEA ARH 
(a) 使 用 乘 承 方法 来 建立 技巧 已 经 在 第 一 章 中 介绍 了 . 
H 


(b) ME— {E J Sa 定理 对 解析 系数 方程 情形 下 的 结果 
在 第 一 章 中 我 们 已 经 遇见 壕 放 个 这 E uil - 
些 应 用 例子 . 


(c) 调和 分 析 方 法 

我 们 将 在 第 四 章 中 介绍 BALL 的 一 个 应 用 例子 . 

(d) 微 局 部 技巧 

在 由 C. BARDOS, G. LEBEAU 和 J. RAUCH 编写 的 附录 2 中 , 将 会 给 出 微 局 
部 技巧 的 基本 思想 以 及 对 解 波动 方程 精确 能 控 性 问题 的 一 些 应 用 . m 


iE3.3 FETE 22 中 , 我 们 提 到 对 于 双 曲 系统 (Bl 4 是 二 阶 椭圆 算 子 时 ), 系统 
的 精确 能 控 性 只 能 当时 间 T > 0 充分 大 时 才 会 发 生 . 

更 准确 地 说 , 在 此 情况 下 , 唯一 性 定理 只 有 当时 间 T > 0 充分 大 时 才 成 立 ， m 

假设 定理 3.1 成 立 . 我 们 可 以 定义 一 个 Hilbert 空间 F, 它 是 由 所 有 满足 相 容 条 
VE (3.3) 的 函数 (90, 91) e CN) x C(O) FEVER || lr 下 的 一 个 完备 空间 . 记 F 
为 F 的 对 偶 空 间 (通常 F 亦 为 Hilbert 空间 但 未 必 等 同 于 F). 


C;b=0 dExb,vjgJ 
值得 一 提 的 是 问题 (3.4) 的 边界 条 件 的 设置 2 SR 这 样 的 


76° 第 二 章 ”精确 能 控 性 问题 的 一 般 框架 . HUM: Hilbert 唯一 性 方法 


由 (3.6) 及 (3.8) 可 以 推导 出 
(A(99, BT}, (£9, € < (99, 91 Ul (£9, E Hie, 
v(49, D1}, (£0, £1) e C” A) x CoQ) 且 满 足 (3.3). 
BB EATS (3.10), 我 们 可 以 将 算 子 A 延 拓 为 BF’ 的 连续 算 子 : 


(3.10) 


A € C(E; F^). 
注意 到 (3.7) 可 以 改写 成 : 
V{S°, B1} € F, (A{®, 8}, {6°, B}) = (99,9 7. (3.11) 
再 由 (3.10) 及 (3.11) 推出 : SS 
WAllcw;ry = ew (3.12) 
(这 里 A* 表示 A 的 对 偶 ) 以 及 A 是 E, goo NIS : 
步骤 4 (结论 ) 由 于 人 是 S i 4 Land 


Q9, y!) 满足 (y^, -y°} € F", 
«st Rar (3.13) 


存在 一 个 唯一 的 解 me A 
此 外 , 注意 ER FEY 偶 问题 (3.14) 的 解 Y = (a, t) 对 
应 于 边界 条 件 SA wA (49, 9!) 的 (3.2) 的 解 ) 并 且 满 足 
SC Sy (0) = (3.14 
XNA 
N (6 ÆDE, j=1,- (3.15 
再 根据 问题 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 的 唯一 性 , 我 们 得 到 
y(z,t;v) = v(z, t), (3.1€ 


再 根据 y(z,t) 的 构造 , y = yv) 满足 (2.5). 
注 3.4 我 们 已 经 定义 了 空间 P 作为 某 个 光滑 函数 空间 在 范 数 外 .lz (由 (3. 
给 出 ) 下 的 完备 空间 . 这 一 定义 给 出 了 一 个 下 到 (LS 的 映射 
(299,9) € F 4> OB e (Y), vi=1,..,m. Ga 
这 就 证 明了 由 (3.15) 定义 的 控制 属于 (L205). | 
下 面 的 定理 综合 了 对 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 应 用 HUM 方法 所 得 到 的 精确 能 控 4 
ZUR. 
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定理 3.2 (精确 能 控 性 定理 ) AT — 0 使 得 定理 3.1 的 唯一 判别 成 立 ， 于 是 
对 于 任意 的 初始 值 {yt y} € F', 这 里 F’ 是 Hilbert 空间 F 的 对 偶 空 间 (由 满 
A. (3.3) 的 光滑 函数 在 (3.8) 定义 的 范 数 |- ||p 下 的 完备 空间 ), 存在 一 组 控制 向 量 
{uj}icj<em € (L (E) 使 得 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 y = y(v) 满足 (2.5). m 


应 用 HUM 方法 的 基本 框架 在 于 : 

证 明 唯 一 性 定理 一 构造 一 个 Hilbert 空间 一 在 对 偶 空 间 中 的 精确 能 控 性 . 

定理 3.2 表明 任何 定理 3.1 形式 的 唯一 性 定理 都 蕴涵 了 一 个 精确 能 控 性 的 结果 . 
然而 , 这 样 的 结论 仍然 是 很 “抽象 ”的 , 如 果 我 们 无 法 用 已 知 的 泛 函 空间 来 描述 初始 
值 的 Hilbert 空间 F’. 这 就 是 HUM 方法 的 最 大 难点 之 一 . 在 以 后 的 各 章 中 , 我 们 将 
花 很 多 时 间 来 研究 、 刻画 F' 空间 或 者 给 其 以 适当 ms m 


值得 注意 的 是 , 我 们 也 可 以 用 “对 偶 ” 的 观 , X : 设 FF 是 一 个 简单 的 


Hilbert 空间 , G 是 对 于 初始 值 属 于 F 的 控制 函数 
比方 说 , 我 们 可 以 选取 范 数 


vare SS 
这 里 Vy = ((99,9!) e H™(Q) Cee )}. 并 且 可 以 定义 


) 各: 
全 


G 作为 对 应 的 问题 (3.2) WARE 

在 此 情形 下 ， — Daf, e REP ft eb los aL a 
得 十 分 困难 . SS 

因此 , 必须 Poen AC SEE, 没有 任何 理论 依据 能 够 使 得 
rete E 

PA o self] 把 P A Fr 空间 用 一 些 经 典 函数 空间 


来 表达 . ey n eon 型 边界 作用 的 波动 方程 . 在 此 情 
JE PF, 我 们 将 会 得 到 验 N . 借助 于 此 , 可 以 证 明 F c Fy BES BSR 
A, 这 里 Fy 是 一 个 Sobole€ 2X(HI. 于 是 就 有 Fi c F' 并 且 有 对 初始 值 (9, y!) 满足 
(y^, 一 9} Ct 的 精确 能 控 性 、 这 类 结果 还 算得 上 是 令 人 满意 的 , 因为 至 少 我 们 知道 
在 一 个 “完全 已 知 ” 的 Hilbert 空间 Fj 系统 是 精确 能 控 的 . E 


在 另外 一 些 场合 下 , 我 们 能 够 得 到 唯一 性 定理 , 并 由 此 导出 系统 在 F 上 的 精确 
能 控 性 . 然后 , 我 们 却 对 空间 FAIZ BE. (参见 第 一 章 第 8 35.) 


注 3.5 ”假设 唯一 性 定理 3.1 对 一 个 时 间 To > 0 成 立 , 那么 这 一 定理 对 所 有 的 
时 间 T > To 成 立 . 由 此 可 知 , 对 工 > To, 系统 在 F(T) 空间 上 是 精确 能 控 的 . 

此 外 , 如 果 空 间 F(T) 不 依赖 于 全 > To (BN F(T) = F'(19), VT > To), 那么 , 存 
在 无 穷 个 控制 v 使 得 系统 从 初始 值 (9, (y^, 99) € F'(19)) WATE T > To BF 
刻 达 到 平衡 状态 {0, 0}. 

为 了 证 明 上 面 的 结果 , 我 们 沿用 在 第 一 章 注 6.3 中 的 讨论 
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给 定 一 个 时 刻 T > To. 对 于 任意 的 s > 0 WI T — 6 To, 我们 可 以 选择 某 些 握 
量 . 


u* = (uj). € PE 


求解 问题 : 
y" + Ay — 0 在 €) x (0,&) A, 
y(0)— 99, (0 —y OK, 
Bjy = uj ÆT x (0,e) E, Vj =1,---,m, 


其 中 {y!, —y?} € F'(T) = F'(To). 这 样 , 我们 就 有 


(25, 729) = {y'(e) A 


d 
HFT -e> To, 我 们 知道 存在 一 个 出 ) 人 使 得 下 面 问题 
y" + Ay=0 AA KS 
yle) = 2°, S eo 
By = S D S Vj =1,-- 
的 解 满足 y(T) SX ARS 


定义 控制 
Se a E); 


ÆT x (e, T), | 

能 使 系统 对 任何 VÉ (2 3m 从 初始 状态 {y!, V^) e F(T) 出 发 在 T RAE 
平衡 状态 (0,0). IRER EELS e^ bl 

在 同样 的 情况 下 , 我 们 还 能 证 明 在 T > Ty 时 刻 由 HUM 方法 给 出 的 控制 使 得 1] 
面 的 泛 函 

Jt) = 3 Y lo 性 sa 
17224 
在 可 人 允许 控制 集 
Una = {v € (L7) "y(T;v)) - y(T;»v) -0 EQ A} 


上 达到 最 小 值 . 
在 第 八 章 中 , 我 们 将 会 详细 介绍 使 得 泛 函 JC) 在 Uwa 取 到 最 小 值 的 控制 函数 
一 些 性 质 和 特征 . 这 些 结果 主要 是 针对 带 有 Dirichlet 型 边界 作用 的 波动 方程 问题 
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3.6 ”上 面 我 们 介绍 了 带 有 边界 作用 的 发 展 系 统 的 精确 能 控 性 问题 以 及 HUM 
方法 对 解决 这 一 问题 的 应 用 . 

实际 上 , HUM 方法 也 可 以 用 来 解决 作用 于 一 部 分 内 区 域 wc 2 上 的 精确 能 控 
性 问题 , 也 就 是 所 谓 的 内 部 控制 问题 . 在 第 八 章 中 , 我 们 将 会 利用 HUM 来 讨论 一 些 
内 部 控制 问题 模型 . a 


4 ”关于 变换 范 数 的 一 些 讨 论 


在 前 面 求 解 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 的 精确 能 控 性 问题 以 及 使 用 HUM 方法 的 过 程 
F, 我 们 已 经 含 划 地 承认 了 这 样 一 个 事实 : 


v[$9, 61} e COM) x c NE e AN 
那么 SS ss 


Cj9 € L^( ore (4.1) 
这 里 更 是 问题 (3.2) 带 有 初始 Oe 


第 一 章 研 究 的 系统 模型 


在 一 般 情况 下 , 并 不 Re ~ J-L. LIONS X E. 
X. 


MAGENES [1] 引入 的 SS € H 9(3), 其 中 8 > 0 可 选 
择 适 当 大 . No 
这 种 现象 尤其 出 现在 Aw 条 统 以 及 所 考虑 的 开 区 域 0 具有 非 
光滑 边界 情形 SN 

利用 J.-L. LIO E. RS S [1] 的 结果 , 我 们 总 可 以 假设 , 存在 一 列 


{aj}i<j<m C R 使 得 
Cj eH*(X), VE=1,...,m, (4.2) 


VO : 对 应 于 初始 值 {80,81} e COM) x C(O) HWE (3.3) 的 系统 (3.2) 的 解 . 
当 指 标 o; < 0 时 , 由 (3.8) 给 出 的 半 范 数 || . || e 是 无 定义 的 . 因此 , 我 们 必须 重 


|| (9, EHe := Q NCE 3)? (4.3) 
j=l | 


很 显然 地 , 如 果 唯 一 性 定理 3.1 成 立 , 那么 (4.3) 定义 一 个 范 数 . 
为 了 证 明 这 一 结果 , 我 们 记 算 子 集 为 {A hi<jcm, 其 中 


M; : H” (X) 一 (H™ (22))' 
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是 同 构 算 子 . Mid y 是 对 偶 问 题 
V+Ay=0 在 Q A, 
WT)=~P(T)=0 在 9 内， (4.4 
Byp=-M;Cj®@ FEU b, Wj =1,---,m 
的 解 . 
定义 映射 A 
A{®®, 9!) 2! { (0), —(0)}, (4.5, 
”其 中 是 (4.4) 的 解 , RARR PPA (09,97) 的 系统 (3.3) RIA 


$. 
于 是 , 我 们 有 D es 
< A(99, $!), ph > Loe N (4.6, 


是 (3.3) 的 光滑 函数 在 


因此 , 算 子 A 定义 了 一 个 从 IOE 这 
上 述 范 数 ‖ .| Ao 和 
通过 类 似 第 2 WERE 4 SS [y!,—99) e F” 的 精确 


能 控 性 , 并 且 控 制 妇 


(H = =1, m, (4.7 
Hop o Rome en Zh (3.2) 
ALR’, 9] = (y*, 一}. (4.8 


范 数 全. 由 sdb di 选取 不 是 唯一 的 . 事实 上 , AW (G;(X)hajam 为 
组 定义 在 了 上 的 Hilbert 空间 并 满足 


AS (3) C G;(3), Vj 一 1, mre gM, (4.f 


并 且 记 空间 F(G) 为 满足 (3.3) 的 光滑 函数 在 下 面 范 数 下 构成 的 完备 空间 


| (9^, Bh lace) := 0 IC; BIZ, o3 (4.1 
经 过 上 面 的 处 理 , 并 且 假 设 唯一 性 定理 3.1 总 是 成 立 的 , 那么 我 们 就 有 对 于 初始 . 
{y', -y°} e (F(G) (F(G) 的 对 偶 空间 ) 的 精确 能 控 性 . 
所 求 的 控制 向 量 定义 如 下 : 


vj = —Me,C;®, Vj =1,-++,m, (4.1 
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其 中 Ma, 表示 G4(X) 到 (G; (32) 上 的 同 构 算 子 . 
此 外 , 由 (4.9) 的 对 和 人 关系 可 以 推导 出 : 


FcF(G) (F(Q) c F', (4.12) 
并 且 
(G;(3)y c (H%(5))’, V7 =1,-+- ,m. (4.13) 


这 就 表示 在 由 (4.10) 定义 的 新 范 数 下 , 我 们 能 够 得 到 在 较 小 空间 上 的 精确 能 控 
VE, 相应 的 控制 也 属于 一 个 更 小 的 空间 . 

这 一 结果 印证 了 我 们 在 注 2.3 中 指出 的 关于 可 控 初 始 值 空间 与 控制 向 量 之 间 的 
RR. E 


HUM 方法 还 可 以 应 用 于 边界 控制 的 其 他 一些 变 从 入 . 例如 对 控制 向 量 附加 
一 些 如 同 注 2.4 介绍 的 约 东 条件 . 在 注 3.1 中 ， S 提 到 HUM 方法 来 解决 
这 类 问题 的 一 些 细节 . 


完整 的 证 明 请 看 下 文 . NS D SN 


假设 我 们 有 


定理 4.1 (EMRE) < (x,t) se aye Sac 


Cj =0 SN ex J ~、 Qm), (4.14) 
—Ba s SJ 
pou Qiii Cran »(D) ), 我 们 有 
SS T (EN, Vi EJ. 
W M; 是 He: E $ Sp 我 们 考虑 如 下 对 偶 问 题 : 


Pp 在 Q A, 
v(r)-w(r-o 在 9 内 ， 


Bjy =0 TE X b, Vj 4 J, (4.15) 
-MiC 在 2 上 
By = Vj € J. 
| 0 ft XX Yo 上 
定义 空间 F(E) 是 由 满足 (3.3) 的 光滑 函数 在 范 数 
|| (9, EHe := (OG; le; s)? (4.16) 
jeJ 


下 的 完备 空间 . 
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定义 算 子 
MS, 9!) = (^(0), —(0)), (4.17 
显然 人 是 F(Xo) 到 (FEY 上 的 同 构 算 子 , 这 是 因为 
(A(39,91), (8,9!) = (7 IC; 25 C50) (4.18 
jeJ 
成 立 . 


使 用 通常 的 讨论 过 程 , 可 以 得 到 
定理 4.2 (精确 能 控 性 定理 ) ”对 于 任意 给 定 的 初始 值 {yl y} € (F), £ 
在 控制 向 量 {v} € [] (H9 (Xo) 使 得 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 y = y(v) 满足 (2.7) 
ged 


由 HUM Zik, 显然 我 们 有 


vj =0 ESD v Qv z 
wf, —M;C; ax QY eX (4.19 
值得 一 提 的 是 正 是 由 于 ar 才 a. a 
条 件 (4.19) 的 系统 的 精确 外 AN S A 
5 OS è SS NS 


E 


SMS 外 系统 ( 双 曲 型 或 非 双 曲 型 ) 的 精确 能 控 性 让 


Kady 
QUNM 令 人 关注 的 . 
对 Maxwell JR 在 进行 之 中 , 请 参见 K. KIME 和 J. LAGNESE 的 - 
m | 


5.2 ”我 们 也 没有 涉及 Cauchy Kowaleska HAZE. 
这 里 有 一 个 例子 (似乎 有 点 缺乏 物理 背景 )， 


考虑 系统 
9" — Ad = —Vm, 
divó = 0 f£ OQ x (0,7) A, (5 
$= {ġ1, bn}, 
$(0) — 49, d(0)— 9, (5 


$=0 ftx L. G 


5 未 解决 的 问题 ,83 - 


我 们 引入 
HV 在 ix —— | 
用 mp2 乘 以 方程 (5.1) ( 即 用 my Sti of E 乘 以 (5.1) 的 第 ;个 方程 ) 使 用 通常 的 


Oxy 
ws, 我 们 得 到 


X+ 一 一 = | a (d? — |Vo|?)dadt + T Eo — f m dr 
- [fom my 5 dude (5.5) 


由 下 面 等 式 
[[ ve - - ff Ke 
f | (4? — |ve) Jat Dy W ov (5.6) 
接着 ， Wi (5.5) 的 右边 项 : S NS 
s. A <N NK 
Ke sat dadt 


A 
k t 
aS NOS 
Tk Ov 
于 是 等 了 S S 
mv Od 
=o Bp 


因此 可 以 推导 出 | 
(Ts < ec La S6 yarat. (5.8) 


在 此 , 这 个 “ 正 向 不 等 式 " 非常 奇怪 ， RA 
实际 上 , 上 面 的 一 些 项 的 估计 , 显然 依赖 于 下 面 的 事实 = 


导出 


Jd$ = 0. (5.7) 


nk(Z) = xy — a3. 


假如 我 们 的 乘 子 用 M hy = vy ÆT E, BRA (至 少 一 般 来 说 !) hx 不 是 zk — 22, 
而 项 一 f 人 Vh, i ded 不 再 等 于 0. 它 的 值 为 


Oh, Od 
f fr im Dm dzdt, 
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JURE, 作为 总 结 , 我 们 需要 得 到 关于 r 的 足够 精确 的 估计 (这 好 像 是 未 解决 的 问题 ). 
因而 , 得 到 证 明 的 仅 有 的 结论 如 下 . BRT FP 为 正则 函数 加 , o 的 完备 化 ， 
这 些 函 数 散 度 为 零 , P = 0 HET E, 那么 


FcVxH. (5.9) 
zi N 是 严格 星 形 的 , 比如 说 关于 o, 我 们 取 z = 0, (由 假设 ) 我 们 有 
mv2*y»0 在 FF 上 ，FT(zo) = 了 (5.10) 


(5.7) 给 出 


[Gore < Ae Wr, (5.11) 
因而 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 有 NY SN 


(5.12) 


在 非 星 形 的 情形 , 它 是 什么 u 


li 
HUM 方法 可 应 用 于 此 . S Be XS T 


SR er, n 


我 们 RDS HQ 全 B 的 方程 和 o 的 数量 积 , 可 得 


o, (Qo Wl >= of ardt + f Wivindy. (5.14 
A X 


(5.14) 中 最 后 一 个 积 


i 2n virdX = f e daS = 0, (5.1: 
Ptzo) OV x(zo) OX; 


我 们 推 得 , A EM F 到 PF 的 一 个 同 构 . 
在 此 , 由 对 (5.14) 和 (5.15) 的 计算 的 推导 , 好 像 这 些 函数 是 正则 的 . 但 是 , v J 
(5.13) 的 弱 解 , 上 面 的 这 些 等 式 是 按照 定义 成 立 的 . 


波动 方程 Neumann 型 和 


混合 型 边界 条 件 


So 


OSCE 


1 Neumann 型 控制 So 4 > S 
11 ”问题 的 表述 9 S 
此 处， ee N SS 
界 


a 
| 
i 


HO Æ R” 
TE Q=2 SYS ee 的 状态 y = y(z,t) 满足 波动 方程 
N 在 Q 内 . (1.1) 
PENNAS = v(z,t) 的 , 方式 如 下 : 
ANY ft X =T x (0,T) E; (1.2) 
此 外 设 初 始 值 
y0)=y°,y(O)=y° EQOA. (1.3) 


我 们 研究 系统 (1.1) (1.2) (1.3) 的 精确 能 控 性 , 也 就 是 说 , 我 们 寻求 解决 下 面 的 
问题 : 
给 定 T > 0, 对 给 在 一 个 合适 的 空间 里 的 所 有 的 数 对 (9,13, 我 们 能 否 找 到 一 
个 控制 v, 使 得 (1.1)(1.2)(1.3) 的 解 y = y(v), 满足 
y(T;v) = y'(T; v)=0 ÆQ 内 . (1.4) 
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前 述 的 系统 属于 第 二 章 中 研究 的 一 般 框 架 , 事实 上 , 只 要 取 


A=-A,B= 2, 0 一 恒 等 映 射 


因而 , 人 处理 这 个 系统 的 精确 能 控 性 , 我 们 将 用 第 二 章 中 介绍 的 HUM 方法 , 我 
已 经 在 第 一 章 中 , 将 这 个 方法 用 于 波动 方程 Dirichlet 型 的 控制 . | 


这 和 是 一 个 双 曲 系统 . AMRI T > 0 足够 大 时 , 才 会 有 精确 能 控 性 . | 
与 前 面 的 几 章 一 样 , 我 们 保留 仅仅 作用 于 边界 一 小 部 分 的 可 能 . 


与 相应 的 波动 方程 Dirichlet 控制 的 情形 比 起 来 , 这 个 系统 的 精确 能 控 性 的 研究 
具有 人 额外 的 困难 . 更 加 精确 地 : eet 

(a) 我 们 能 控制 的 函数 空间 的 鉴定 ， SSK 明显 地 是 一 个 更 加 微妙 的 
题 


(b) 控制 的 结构 依赖 于 开 集 0 iu 
与 第 一 章 一 样 ， Rasen D or 8 控 性 的 主要 结果 闪 
从 第 一 节 开 始 给 出 . e 
1.2 aH AER 
在 这 一 节 里 ， soe SAS 解 的 存在 性 和 正则 性 的 结果 
CC seas 


ERA, 


De CS Æ EE, (T3 
SS S NÉ (0)—0 在 QQ 内， 
raison spass 用 处 


引 理 1.1 (a) WO Re 中 的 有 界 区 域 , 边界 工 是 Lipschitz 的 . 
那么 , 对 所 有 的 数 集 | 


| {0°,0', f) e H! (Q) x Z2(Q) x EL (0, T; £7(Q)) 
(1.5) 存在 唯一 的 (35) 解 , 使 得 | 
0c C(0,T; H*(Q)) nN C! (0,7; £7(Q)). (1 
此 外 我 们 有 性 质 | 


映射 (09,0, f} —5 (0,0) 是 从 
H! (Q) x I2(0) x L!(0, T; L2(Q)) 一 L®(0,T; HA) x L®(0,T; E?(Q)) 人 
的 线性 连续 映射 . 
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(b) HOR” 中 的 有 界 区 域 , 边界 工 是 C” 的. 
那么 , 对 所 有 的 数 集 


(05,65, f} € D(A) x H*(Q) x L? (0, T; H* (0); 


其 中 
D(A) = {ge PME =0 ATE}, (1.8) 

(1.5) 存在 唯一 的 解 ,使 得 
0€ C(0,T; D(A)) NC*(0,T; H*(Q)). (1.9) 


此 外 

映射 {0°, 61, f) 一 {0,0} 是 从 S 

D(A) x H! (Q) x L(0, T; H1(Q)) 一 L*(0, > x vs; H'(Q) (110) 
的 线性 连续 映射 . Ws OTA p: 


ll dg 是 这 样 给 出 的 : 
N X 
PM nS ND (1.12) 
举例 来 说 ANDA E" A M = O(c, 1) 被 下 式 定义 : 


SAIC (1.13) 
其 中 w= w(z,t) 


~ -g 在 9 内 ， 
w(0)- w'(0)—0 FORK, (1.14) 
Ow | 0 EEE 
Ov = ， 
由 前 面 的 引 理 , 我 们 可 得 
0 = w € C(0,T; H!(Q)). | (1.15) 


迹 9'(T) 合适 地 定义 在 LO) 内 . 我 们 有 估计 
Haller; i (9) +T) < Cllglizxco,r; im o) (1.16) 


其 中 C > 0 Æ gc L(0,T; H'(Q)) 无 关 的 常数 . (此 处 我 们 采用 了 第 一 章 中 的 记 
号 ,| .| = lee. 我 们 同样 将 用 | .| 记 (Z2(O))” 中 向 量 的 范 数 .) 
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我 们 可 以 同样 证 明 , 当 


few (0,7; D(A)), (E17) 
1i, BB 
f = 359€ L (0,T; D(A)); (1.18) 
我 们 有 | 
0 € C(0, T; D(A)), e'(T) e H'(Q) (1.19) 
且 关 于 9 Æ L1(0,T; D(A) 中 范 数 具有 连续 依赖 性 . P 
现在 考察 齐 次 方程 
Ao =0 


Ra - 
m g’ KS 
及 相应 的 能 量 SA SS 

E(t) — ONS a K cn (1.21) 


我 们 有 下 面 的 能 量 


引 理 1.2 中 imu. ea 那么 , 对 方程 (1.20) 
MANOS s & ARIS spe, 也 即 

= PY? + |812), vt € [0, T]. (1.22 

OR? SS ! 


ik 1.2 ne 且 可 用 第 一 章 中 已 经 提 及 的 方法 加 已 
DEAR. I 


注 1.3 mK SN 表达 式 
By! = (ZVE + pp) ^ 
是 空间 HO) x LAO) 上 的 一 个 半 范 数 (而 不 是 一 个 范 数 ). 


更 加 精确 地 
Eo —0 «€ 49 = 常数 , Pl =O. 


这 是 (H'(Q)/R) x LQ) 上 的 一 个 范 数 . 
注 1.4 4OCR 是 有 界 凸 区 域 时 , 不 需要 对 边界 P 加 上 其 他 的 正则 性 条 1 


我 们 所 有 的 叙述 仍然 成 立 . FXE, 在 这 种 情形 下 ， AT —A EXT D(A) 到 L?( 
的 一 个 同 构 . 
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13 ”一 个 恒等式 


在 叙述 本 节 的 主要 结果 以 前 , 先 采 用 一 些 记号 , 这 在 后 面 将 会 有 很 大 的 用 处 . 

考察 9 cR? 有 界 区 域 , WHT 是 Lipschitz 的 . 

我 们 知道 , 可 以 在 工 E, 几乎 处 处 定义 一 个 向 量 场 v(x) € LOT), 使 其 是 指向 
Q 外 部 的 单位 向 量 ， 显 然 当 OQ 是 C1 类 时 , 向 量 场 v(x) 在 工 上 处 处 有 定义 , 且 
v(x) € C(T). 

同样 , 我 们 可 以 定义 m —1 HEH T^ (x), k — 1,--- ,n—1, 使 得 tv), (z), 
T?^-l(z)), 对 几乎 处 处 的 z €T, 定义 了 R” 的 一 个 正 交 基 

对 所 有 的 正则 函数 o, 我 们 将 有 


=v; um 34 d ÆT E Ryn (1.23) 
x $ 2: Ti grk i 
其 中 性 是 的 第 j 个 分 量 S 


我 们 记 | SA 
05$ = y ae - > ON (1.24) 
则 有 SR = (128) 


我 们 因而 定义 也 一 ales (eia 


我 们 记 SN AY 
SS 入 oa (1.26) 


为 $ 在 IT 上 切 方向 > 


4 o 满足 
278 TET 上 ， (1.27) 
由 (1.25) 式 , 我 们 有 
Vo=Vod ÆT E, (1.28) 
特别 地 . 
Vol? =|Vodl? = S ojo? TET E. (1.29) 
j=l 


”显然 对 所 有 的 To, T 的 开 子 集 , 对 所 有 的 j= 1, ,n, 算 子 os 从 HITS) 到 
L To) 是 连续 的 . 因而 , 我 们 定义 对 侦 算 子 ot: Z2(To) 一 CTo)) 并 记 


-Ar = 0703 = Do 0j. . (1.30) 
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如 此 定义 的 算 子 -Ar 满足 


< -Anó ý >= I VobVovdl, Yo, p € Ho) (131) 


特别 地 | 
< -Arh b>= | IVdfa, voe m) (1.32) 
Uo 


BF -Ar H (I = 恒 等 算 子 ) 定义 了 从 H' (Po) 到 (ETo)) 的 一 个 同 构 . 我 们 
注意 到 , Fo 是 一 个 没有 边界 的 集合 (例如 To =T 时 就 是 这 种 情形 ), 因而 (HP Coy = 


H-(T9). E: 
将 这 些 记号 的 意思 精确 化 以 后 ， ipio n Mappa 
引 理 1.3 QR, nl "S NUN C? 类 的 . 设 Ye 
(we). 


那么 , 对 所 有 的 波动 方程 (1. TAS Qr 


; | "P? - Iv. 0|?)ax = US EAT XS Ib — | Vel) dade 
(s LORS NC (1.33) 

NS SS — m 

VERA XN NS 

d E ~ M , 例如, {9°, 01, f) € D(A)x H* (Q)x D! (0, T; 


H^ (O), 因而 解 6 > 下 面 的 计算 是 有 意义 的 . 
我 们 用 eae 1S), 并 在 Q = Q x (0,7) 上 积分 , 可 得 


00 | 00 
0'^— A@)\q, ——d =f uis ; 1.34 
MN ( Jar ar ded = | fans dna (1.34 


此 外 我 们 有 (利用 记号 (6,0) = ode) 


00 00 00’ 
i. qk Bo. dadt = (0 (t), qx m (2))lo J 0' ak prm dxdt (1.3 


00’ : 
| 0'qy. 3j nubes | aeg O dodt, 


= E E 8, l dzdt 十 ; | oras. (1.3 
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从 (1.35) 和 (1.36), 我 们 得 恒等式 
00 00 1 f Og 1 
NS. — (p Eid Hua c EM 1gn2 Mc /12 
/ 人 (0 (t), qx Bu. (£))|o +5 J 35 dzdt 5 人 mm dX. (1.37) 


我 们 接着 估计 下 面 这 项 


80 80 00 80 0 , 8004 
| ^to az toit = sotoa dq ba Oo ras, 
800 800 ðar 00 > 
" Oe MOE -一 dzdt 
oO x; 0;0zX Bade o On; On; Orn 
EN. a ; yl 80 80 
一 2 dea Vol dzdt — o 02; 0x; oa, 7t 


i 00 00 


| E 2 2 
= d > 
= Ba, | P dad EA 0| S ^ : 


—dadt. (1.38) 


数 类 (1.6) 的 解 , 其 相应 的 值 为 


{0°,0', f € Soe V &. 
由 问题 (1.8) ES PS 导 到 对 所 有 的 弱 解 有 
dk |^) 


7,2 
因此 恒等式 (1. M MSS E 
FE 1.5 Qu SS 
SS VNV S 


组 合 (1. (1.37) 和 (1.38), 我 们 得 到 (1 
步骤 2 ”恒等式 (1.33) 的 右 端 项 对 eS , BRL, 对 于 属于 函 


在 恒等式 (1.33) oS E 
JE (0 () a7) A + 一 "ep + Pasar - f fas dadt. E 
注 1.6 MOZR PHAR ae 关于 边界 D, 除了 由 凸 性 隐 含 的 条 件 
外 , 不 需要 其 他 的 正则 性 假设 , 上 述 结论 仍然 成 立 . a 


1.4 唯一 性 定理 . 反 向 不 等 式 
在 这 节 , 我 们 将 对 下 面 的 齐 次 方程 , 建立 一 个 先 验 估计 [ 反 向 不 等 式 ) 


$" Ao -0 EQ A, 
oe = fe xL, ^ (1.89) 
Qv 


$(0)—49,9(0-—4' OA. 
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我 们 重新 使 用 第 一 章 的 记号 , 对 给 定 的 z0 € R^, id 
m(x) = z — z9; R(x?) = max lz — z|; 
T(x?) = {x € [m(z) - v(x) > 0}; I. (a9) = INT (a9). 
我 们 有 下 面 的 估计 式 . 
引 理 1.4 AIAR 中 的 有 界 区 域 , UAT X OC? 类 的 , Da? € R^, B 
T > T(2°) = 2R(2°). 
那么 存在 常数 C > 0, 使 得 对 (1.39) 所 有 的 弱 解 ©, 我 们 有 


IPF + IB < c i m-v(|8!? — RS . v(|®(0)|? + |®(T))ar). 
(1.40) 


( 接 下 来 的 证 明 将 给 出 C 的 估计 .) — So a 
式 中 不 出 现 , 因而 


注 1.7 在 维 数 n = 1 的 情形 ， KS Qu 
Ona) +18 « C (m Se E S. a Donn (1.41) 
实际 上 , # A= R SN 
1 S QoQ (ao — 2°) ®B(ag, 0)", 
以 及 对 hs |S or E 
证 明 es | 


erg ~ m, E 0. 
我 们 得 到 


X 2. (J9^|* — Ex i |V] drdt = 5 m - (| 更 和 — |V;9|*)ax, 
Dy 


(1.42 
其 中 
= (9'(t), me (0I. (1.43 
H o 乘 以 方程 (1.39), 并 在 Q 上 积分 ， 我 们 得 到 
(9 (t), B(t))|2 = f (||? — [V8 )dzdt, (1.44 
Q 


由 此 以 及 能 量 守 恒定 律 , 使 得 (1.42) 可 写成 下 面 的 形式 


(8 (2), T TE = > if m: v| -|V A. (14 
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我 们 接着 来 控制 下 面 的 项 
Z(t) = KEE), me S(t) ia 7 La), vt c [0, T]. (1.46) 
对 o > 0, 我 们 有 
ZOL < ol OP + lme (+ (1.47) 
此 外 
ez (t Pater + oe Co qas 


le Salis 
但 是 SS 
(me S(t), 9(0) = 5 i mea MSS (1.49) 


因而 有 ON 
jn Vas (1.50) 


mp | Spar 


Im 


选取 a = I 


NS 
PN QS Se SOM [ mxvy|e (t) ?dT. (1.51) 


(A OR AOO 


< 2R(x°) Eo — ai ET 5) ay J mon (EOP + Je Cry? ar 


因而 


RG 
< 2R(z9)Es — eus Em I mais (| (0) + |@(T)|2)aP. (1.52) 
联合 (1.45) 和 (1.52), 我 们 发 现 
sgh + (T — 2R(a9)) Eg < ; [ve — [Ve 9|2)aX (1.53) 
agp], mevel BOP + T)ar 


由 此 可 得 结论 . i 
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(2) 考察 n = 1 的 情形 . 
由 注 1.5, 我 们 有 恒等式 ; 


; | meis Pax = (9 m 08 + T (二 5)dzdt (1.54) 
我 们 选取 > € a 1), 使 得 YT > T(x°), 并 分 解 


L (| P + [SP deat = 2 ("P + pardt + 17 rh (8 — | Pana 


EUR | dat, $ 
HH (1.54), 我 们 有 SS S e 
PARE A S d qum 
; | eras, KS | NOE (1.55) 
HHP X = (®"(t), m= (0) SDA rue t 这 一 项 , 并 利用 (1.44), 我 们 


得 到 NS 
T Eg 4. Red D ;|Pam — 059 
对 下 面 的 项 ore n yi 


NS Qoo i ais 
我 们 得 到 (1.41). RS m" 


定理 1.1 (RARER) 设 Q 是 Rh PHAREM WRT XH. 设 
z? € R”, HT > T(z?) = 2R(2°). 
那么 , 存在 常数 C > 0, 使 得 对 所 有 的 正则 解 o, 我们 有 


Ilina Pe (P+ [vean (157 
X(x°) | Y. (29) | 
| 
证 明 ”在 不 等 式 (1.40) 中 , 略 去 那些 对 右 端的 贡献 为 负 的 项 , 我 们 得 到 
Png PP < cf (PPHB [Van (15% 
E(x?) E, (a9) 


+f (BOP + le cryyar). 
T(z?) 
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接着 我 们 注意 到 , 存在 不 依赖 于 下 的 常数 C > o, 使 得 


hs soF ron ar sof p PHD a39) 
r(zo D(x) | 
这 样 从 (1.55) (1.59), 我 们 得 到 结论 u 
注 1.8 “在 维 数 — 1 的 情形 , 我们 显然 可 得 
Pla te (PP + BPa. (1.60) 
X(az9) 
pz 


注 1.9 ”不 等 式 (1.57) AMAN 例如 解 的 函数 类 为 
C(0,T; D(A)) n C! (0, T; H'(Q)). 

事实 上 , p oO 是 弱 解 ， RO 20) 及 Oly, (00) 分 别 
属于 空间 H1(0,T; L2(T(x0))) 及 L7(0,T; J ym 

当 n= 1 时 , 本 注 不 起 作用 ; ae 


ik 1.10 ”前 面 的 结论 在 J.-L. L idi 


和 唯一 性 延 折 原 理 , MLA ICR UEBER) oe , 洪 中 注意 到 了 中 
间 的 估计 式 (1.40) < x : 


由 定理 1.1 我 们 即刻 就 OE 
推论 1.1 (唯一 性 


AR” Het ROS rok 2 
EX, S i UMOR QN 
SS $—0 Æ D, (2?) 上 ， (1.61) 
那么 , 我 们 有 oz. ON 


S 边界 了 是 C2 类 的 . 设 x 


图 
注 1.11 在 1.10 节 si ON Holmgren 定理 , 这 个 唯一 性 定理 将 被 改善 . N 


无 论 如 何 , 从 不 等 式 (1.40), 我 们 可 以 推导 出 一 些 可 能 不 太 常 见 的 唯一 性 结论 . 
设 e 是 (1.39) 的 正则 解 , H 


$(0) = B(T)=0 在 T(z0) E, 
|®’| < |Yo®| 在 X(x?) E, (1.62) 
|S’| > |V_| TE © (2°) E, 

那么 必定 有 © =0. m 


现在 考虑 一 个 特别 的 情形 , 一 个 关于 a^ 的 星 形 区 域 , 也 就 是 说 , 使 得 Ttzo) — T. 
我 们 有 下 面 的 结论 ， 
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推论 1.2 ANR 中 有 界 区 域 , LAT PCR 是 星 形 的 , ART XC? 
设 了 > 了 T(z0) = 2R(2°). 那么 , 存在 常数 C > 0, 使 得 对 所 有 的 正则 解 0, 我 们 


lS? lao +181? < C I (|B + |82)ax.. (1.63) 
| | 


#112 4ORR P E POSUN, 不 需要 其 他 关于 边界 工 的 正则 性 的 假 
Bt, 这 市 中 证 明 的 结论 仍然 成 立 . 特别 地 , 推论 1.2 ~ 效 , 因为 当 Q 是 凸 集 时 , E 
关于 所 有 的 x? e 9 是 星 形 的 . E 


1.5 MH HUM 方法 TN 
利用 前 一 章 证 明 的 先 验 估计 , 我 们 能 够 得 到 系统 (1.1 ) (1.3) 的 精确 能 
我 们 采用 HUM 方法 . SIG 


我 们 取 T > T(x) = 2R(x9), MÁS mf 
SS 
A oF Torn 内 ， 


其 中 ， iw yet MSN 由 反 向 不 等 式 (定理 1.1), FR 


TM << qiie Paz | i IV, Paz (1.65) 
0) 
定义 了 CUO t 一 个 范 数 . 


因而 , 我 们 定义 Hien 28 
F= NN ^ D(A)) x C*(0) 关于 范 数 Ilr 的 完备 化 }. 
此 外 , 由 反 向 不 等 式 , 我 们 推出 | 


F c H!(Q) x (Q), (1.6€ 


(1.64) 


因而 
(H^ (Q)y x LQ) c F'. (1.6 


考察 (99,9!) c F. 那么 我 们 有 


Sja), ®'|y(20) € L'(Z(z?)) 且 Ves: (20) € (L (3 (2)))" 
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(这 就 是 F 的 定义 0). 我 们 现在 引进 y, 下 面 方程 的 解 


y" m Ay =0 在 Q W, 
Y(T) = Kia i EN a ; E 
J- -0 + Ë 在 23(z0) E, 

Ar, (x0) ® 在 X, (a9) E. 


必须 对 后 面 这 一 点 加 以 注意 : 在 (1.68) 的 边界 条 件 中 出 现 的 , 关于 6 的 导数 的 
意义 , 不 是 取 在 广义 函数 意义 下 的 ， 

(1.68) 的 解 y 是 用 对 偶 的 方法 定义 的 (参见 J.-L. LIONS 和 E. MAGENES [1]). 
讲 清楚 这 一 点 之 后 , 我 们 考察 € L1 (0, T; H1 (0)), KS F. 定义 0 为 


0" — A0 = f 
= 


(1.69) 
a 6 (Qf 9 ASQ 
FB v RA (1.69), 并 且 形 式 地 做 S 、 
A fydzrdt = EY 


我 们 将 Z 用 它 V ADR ca BEI. 那么 
PRS NS 
à S S - V,06- V, dX. 
Lt( 


这 可 用 来 定义 F hows 性 形式 L(f, 09,01) 
L(f,09, 6") = (06 + 6'8’)dd 一 i Vol: Vod. (1.70) 
E(x?) Z, (2°) 


形式 上 我 们 有 
| fwdzdt + (9(0),0:) — (W (0), 0°) = Lf, 6°, 62). (1.71) 
Q | 
现在 我 们 用 下 式 定义 y, p, p 
n V fdzdt + (p°, 6°) — (p^, 0°) = L(f, 09,0), 
Q 


y € L**(0, T; (H' (0))), (1.72) 
ip^, =p ER 
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现在 还 需要 验证 的 是 , 通过 定义 式 (1.72), v 是 在 何 种 意义 下 成 为 方程 (1.68) 的 
解 , 且 我 们 是 否 有 , 在 合适 的 意义 下 , v(0) = p, y (0) = pl. 
我 们 有 
引 理 1.5 在 (1.72) 的 意义 下 , 问题 (1.68) 存在 唯一 的 解 yp, 满足 
V € L*(0,T; (H*(Q))’) NW» (0, T; (D(A))) 
{v (0), —$(0)) € F”. 
此 外 , 映射 (69,9!) e F — {p (0), —5(0)) € F' 是 线性 的 , 且 关 于 相应 的 拓扑 
是 连续 的 . a 
证 明 ”首先 我 们 注意 到 , (1.69) 的 解 0 满足 + 05, 其 中 0 和 9 分 别 记 


(1.73) 


为 下 面 方程 的 解 : 
07 — ^0, ENSE SS 
00, 
37 S SN (1.74) 
9, (B AN D S 

m Ss 


(1.75) 


NS 有 S 
2ll reco, )) 十 Kennen < CIF lizo, r;a o)- (1.76) 


由 此 , 特别 地 有 ， 
lx) € CIF leor ao). (1.77) 


我 们 定义 线性 形式 


L(6°, 67, f) = f (50 十 &/0)dX + f Veð- VobdE 
X(z9) | X, (29 


* (29) 


2 
= 66; + o; di + Vo- V,0;d*). 1.78 
3 A (z9) 
显然 我 们 有 
2 
ILO, f) 2 C 6? + Je? )ax + V.,0; dx), 1.7 
| Lren DIO = Pax) 


其 中 C = 常数 , 仅 依赖 于 HE, 91 Yu. 
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由 空间 F 的 构造 及 (1.77), 我 们 得 到 
1L(09,8*, f| < CUO, O s + FIT omn c») - (1.80) 


由 (1.80), 我 们 可 得 (y, pl p?) 的 存在 唯一 性 , 它 满足 


| V fdzdt — (p', 0°) + (99,01) = — f ($0 + 8'9’)dd — f Veð- V,0dX, 
Q Z(a9) Dx (x°) 


v(09,0!) € F, f € L'(0,T; H'(Q)), (1.81) 
其 中 | 
Vy € L?(0,T; (H1(Q)) N (1.82) 
及 
{o',-} er (1.83) 
(注意 积分 i, yfdzdt 的 意义 应 该 理解 为 Se (n RR a 
间 的 对 偶 ,) 


此 外 , 当 


mg rods poy’ SK (1.84) 
由 注 1.1, 我 们 有 N NS : 

| PIX CN (1.85) 
- NA S 


e? So» 
nera Ss 迹 {y(0),W(0)} 的 意义 , 并 证 明 
(0) = (1.87) 
为 此 ， n hs us -A 的 特征 函数 m: 


—Am —AXm 在 9 中， Ags 
ZUM ET 上 ， He 
àv 
并 取 
f = g(t)m, 09 = aom, 0! = am, (1.80) 
g 是 [0, T] 上 的 正则 函数 , ap, œ ER. 
那么 


0 = h(t)m, 
h” + àh =9, (1.90) 


h(0) = Q0, h’(0) = CQ1， 
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我 们 现在 利用 (1.72). id: 


Eo(t) = — f mdr 一 f Vo® .Vemdl, 
T(zo) Ts(zo) 


(1.91) 
t)-- ®’mdI. 
au) = 
ABA (1.72) 给 出 
! T T 
f (p, m)gdt + o4 (p, m) — ao(p, m) =f (toh + &:h’)dt. (1.92) 


注意 在 第 二 项 中 , 关于 + 的 导数 不 是 取 在 广义 函数 意义 下 的 . 实际 上 第 二 项 等 
F "^ 
L Gre (1.93) 


我 们 从 (1.92) 可 得 (AX g =h" + T 
(p, m)" + ey = § D NS (1.94) 


对 满足 (1.88) 的 所 有 的 m MI, 
此 外 , 我 们 现在 能 够 给 出 4 (y (0) ise 为， abu, (V, m)(0), (V^, m)(0) 


对 任意 m 有 意义 . 
但 再 由 (1.92), 3 KS 人 
Pew ) donde (2°, m) — agp! m) = 0, 


" < (0)) nO (v, m)'(0)) =0, Yao, an. 


因而 
(V, m) bá (Y, m)'(0) = (p^,m), Vm, (1.95) 


这 就 完成 本 证 明 . E: 
注 1.13 ”要 特别 注意 这 个 事实 : 在 (1.68) 的 边界 条 件 中 的 导数 不 是 取 在 广义 
函数 意义 下 的 . 
因而 , 在 (1.70) RF, t=0 和 t= 了 起 着 特 别 的 作用 . 
因而 , 由 前 面 的 理由 , 我 们 不 能 得 出 


(Q^, -p} € L?(0,T; F’). (1.96 


不 过 这 个 “性 质 ” 也 没 曾 用 过 ! 重要 的 是 (/(0), (0)) 应 该 被 明确 地 定义 , 应 该 是 
F' 的 元 素 . 

还 有 一 个 问题 仍然 是 未 解决 的 : 当 T 很 大 时 , 空间 FF 还 依赖 于 了 吗 ? 参见 才 
章 的 最 后 一 节 的 未 解决 的 问题 . I 
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£1.14 ”我 们 刚刚 看 到 , 必须 十 分 小 心地 对 待 v. 

在 后 面 的 章节 里 的 后 继 例 子 里 , 在 一 个 不 同 的 情形 里 , 我 们 将 重新 看 到 这 一 点 ， 
例如 在 第 四 章 第 4 SHE 

但 是 , f y RESIA 1.5 所 指出 的 具有 更 强 的 正则 性 . 

事实 上 , 我 们 有 


F' c (D(AG*9/y x (HOM), Vs > 5, 


因为 
D(AGC+9)/2) x H*(Q) C F 


所 以 
V € L” (0, T; (HQ NW? (0,7; S e woe A (1.97) 


事实 上 , 当 
(95,9!) € 民生 (2) ce : &S 


(1.64) 的 解 & = (x, t) 满足 
$c S M m) 


因而 ON 
OLS H SS 
这 显示 , 特 OMEN 使 得 
| ee 9! pcaae9/2)x nr (Q) 


D(AS9/2) x HS(Q) CF, vs 


RF ov 的 最 大 正则 性 , 这 不 是 一 个 必 不 可 少 的 问题 — 我 们 注意 到 , 由 构 
造 有 如 下 的 重要 结论 : 


因而 


{yw(0),-yO)j € F'. a 
证 明了 这 个 引 理 后 , 我 们 定义 算 子 
A{®°, 81} = {4'0), -VO}, VO, Bl} E€ F (1.98) 


由 前 面 的 引 理 可 推出 , 算 子 A 是 FF 到 p" 的 连续 算 子 . 
此 外 , 在 (1.72) 中 取 
f=0,0 = 9°, 0 =H 
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我 们 得 到 
< A{®°, 61}, (69, 61} >=< q'(0), 99 > — < ¥(0), 9! > 
= | (I® + |e/|^)dX + | \V,@\7db, v[99,9!) €F, (1.99) 
a?) X. (29) 


因而 A 是 FF 到 Fr 的 同 构 . 
那么 对 所 有 的 初始 值 


{y*, —y°} € F' 
下 面 的 问题 存在 唯一 的 解 


| iver < -A> | (1.100) 


{®@ Bl} EF 


这 表示 , (1.68) 的 解 相应 的 值 是 (1. BASSO SN 


"Ro m 
1.6 758 Le BOA BERR SS NS 
在 这 一 节 中 我 们 给 (1.1 oem 结论 . 


mR ARN, NS 
y" LUN TE Q 内 ， 


SN Eng (1.101) 
Ui 在 51, (29) aps 
我 们 有 以 下 的 结果 . 


;y(0-—y HOR. 
定理 1.2 ANR 中 的 有 界 区 域 ,其 边界 工 是 O 阶 的 . 设 z0 AR” 中 任 
意 的 点 , T > T(z?) = 2R(2°). 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 


{y?, y!) € Z?(Q) x Ur! (Q)y (1.102 


存在 控制 
vo € (H' (0, T; L2 (T (29), TET 
vi € L?(0, T; (H! (T. (29))y) 


使 得 系统 (1.101) 的 解 y = y(v), 满足 y(T) = y'(T) = 0. l 


1 Neumann 型 控制 - 103 - 
证 明 由 
{y°, y} e L*(Q) x ar (0) 
以 及 
(H!(Q)) x LQ) c F' 
我 们 有 
{y',-y"} € F”. 
由 此 , 方程 (1.99) 有 唯一 解 (9,91) e F, 使 得 问题 (1.70) 相应 的 解 y 满足 
W%(0) =y", v/(0) — y'. 
我 们 因此 定义 控制 SS 


v= -9 + aS SS (1.104) 
= ANE S SN 
其 中 B 是 (1.64) 相应 于 (69,9!) S S 


我 们 注意 到 AN D NS 
vo € ar o TE )»/ Oro Qum 


T 


问题 (1.101) qo = «QR E 
由 此 S ON 
etm =W= 0, y'(T) = Y(T) = 0. m 
注 1.15 事实 上 我 人 精确 能 控 性 所 在 空间 中 的 初始 值 (y9, v1), 满足 


{y',—y°} e F". 


我 们 已 经 证 明 , (HHY x LQ) c F. 
空间 P 不 一 定 能 等 同 于 经 典 的 函数 空间 . 不 过 在 注 1.14 H, 在 另 一 个 意义 下 ， 
我 们 已 经 给 出 了 一 个 估计 , 它 可 用 来 框 住 空间 FF 和 F. 事实 上 , 我 们 已 经 证 明 
D(AU*3/2) x H8(Q) c F c HHQ) x L?(Q), 


i (1.105) 
(H (2) x L?(Q) c. F' c (D(AC*9/2)y x (r(Q)y, Ys > 5. 
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ik 1.16 ”控制 ww 和 v; 不 是 独立 的 . 实际 上 , 它们 是 借助 于 (1.64) 的 唯一 解 © 
在 (1.104) 中 定义 的 . 

与 此 同时 , 在 每 个 分 量 vo 和 vi P, 我 们 看 到 了 控制 的 不 同 构造 , 这 些 分 量 分 别 
相应 于 边界 E TR Xa) 和 X, (29). | 


注 1.17 (1.101) 的 y= y(v) 在 下 面 弱 的 意义 下 满足 方程 . 
我 们 记 © = w 使 得 


ð 
vo = —w + 一 Ww, v = Ar, (z0) W. 


Ot 
那么 我 们 有 


人 yfdadt=< y°, 6’(0) >—< y, (0) - xm A Vo wV s0d3, 
X(z9) «(z°) 


V{0°, 0", f) € D(A) x H*(Q) x L' (0,7; BOS oe 


RB 0 = 6(2,t) 记 为 ge inte SS a 
注 1.18 od menm A 了 的 其 他 正则 
性 假设 . XNA Bi 
注 1.19 E M SAGE d (C**(Q) n D(A)) x 
Cv (Q) 用 下 面 的 范 ANS 


we ce N VoP *ds v 
ON 


将 其 替换 成 空间 
T XQ D(Q) 用 范 数 || 完备 化 ， 


由 反 向 不 等 式 , RIIE, 
Fc Hi(Q) X rQ), 
因此 
H-'(Q) x 12(9) c FI. 
以 这 种 方式 , 我 们 得 到 了 下 述 值 的 精确 能 控 性 
(u°, yt} e IPO) x HO). - 


1.7 TRAIL AHS REE 


在 本 节 中 我 们 假设 
Q 关于 r eR 是 星 形 的 ， (1.107 
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+H, Bl 
Ts(z0) = Ø, T(z?) =T 


这 一 次 , 我 们 在 全 部 边界 了 上 , 将 有 一 个 具有 统一 构造 的 控制 . 


我 们 考察 问题 
y" = Ay 一 0 在 Q Ay, 
zi =U 在 2 E, (1.108) 


y(0)— 9,9 (0 =y 在 9 内 . 
作为 前 述 定理 的 直接 结果 , 我 们 有 
定理 1.3 QOR PHARRR, KT 2° 4 是 星 形 的 , 且 其 边界 工 是 


C? 阶 的 . i T » T(x9). 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 SS 
{yy} e L7(Q) usa S ` (1.109) 
存在 控制 S eS NS 
vE Kyn L D SS (1.110) 
使 得 (1.108) 的 解 y = y(v) B= xs QS m 


证 明 这 是 定理 1.2 结 “eh 
事实 上 , 由 ERAN D eras 


nd E 
m 介 COMER X. 我 
们 从 一 个 相应 roS 的 情形 开始 . u 


1.8 ”更 强 的 范 数 
我 们 首先 给 出 定理 Th 关于 下 面 的 问题 得 到 的 估计 式 的 一 个 变形 


$" — Ao -0 在 Q 内 ， 
oa EXE, (1.111) 
ðv 


6(0)= 69, @(0)= 6 在 9 内 . 


定理 1.4 ORR” PHAR BIR, 其 边界 工 是 C? 阶 的 , HAF o EN 
us ja T > T(2°). 
A, 存在 常数 C > 0, 使 得 对 所 有 的 (1.111) 的 正则 解 下 有 


||? leo + lP Ilina < c | of + |G’ |? + |o" ax. (1.112) 
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证 明 ”我 们 取 正 则 的 初始 值 (99,9!) e (C™(M) D(A) x D(A), 并 定义 
w? = 61, w! = Ae, (1.113) 


我 们 有 
w? € D(A), w' € H!(Q), 


因而 , 下 面 问题 的 解 


w” —Aw =0 在 Q A, 
a EXE, (1.114) 
ðv 
w(0) = w®, w'(0) = wt SO 
是 正则 的 . 
由 定理 1.1 我 们 有 


lw? llna + ho RAR S (1.115) 
我 们 注意 到 w = 9. 因此 i> 
SS t(ay S NA ~ (1.116) 


现在 我 们 将 定理 1.1 qd SDN 
a? I + |P Ad. (1.117) 
结合 ES ai S 


ADE 19 y, + IENE b < C | (oP + |e" + 0" Pax: (1.118) 
» 
这 就 得 到 了 我 们 的 证 明 ， EEL (A99? (8902,05)? 与 RO) 在 D(A) 上 引 
出 的 范 数 是 等 价 的 . a 
由 前 面 的 估计 式 , 我 们 可 推 得 下 面 的 精确 能 控 性 
定理 1.5 i OX R^ 中 的 有 界 区 域 , 关于 z0 EQ 是 星 形 的 , HET ZC? 
阶 的 . 3x T » T(a). 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 
(^y!) e ar (09) x (D(A)) (1.119) 
存在 控制 
v € (H*(0,T; L*(D))y (1.120) 
使 得 (1.108) 的 解 y = y(v) 满足 : y(T) =y (T) — 0. a 
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证 明 ”我 们 应 用 HUM. 
我 们 首先 对 正则 初始 值 (99,61) e (0C%(0)n D(A)) x D(A) 求解 问题 (1.111). 
接着 我 们 构造 空间 F, 它 是 (C”(0)n D(A) x D(A) 关于 下 面 范 数 的 完备 化 


IE, Et} = ( (|B)? + |"? + o" ]?)ax)!/2. (1.121) 
由 (1.112) 我 们 可 得 
F c D(A) x Hi(Q), (1.122) 
因而 
(D(A)) x ri (q)y c F'.. (1.123) 
我 们 接着 求解 下 面 的 反 向 问题 
y" -Ay = f AN 
p(T) = du =0 Pe 在 aes (1.124) 
o n 
P Gn S CAN 
导数 Loa Sony ie 这 SY Hi(0,T; LA(D) 
RE TROT; r$) REIH 
用 证 明 引 理 1.5 N WEA 4) FRAME Af (在 一 个 合适 的 弱 
的 意义 下 ), 使 得 NS 
{ (0) (1.125) 
PS, A 
Ques S v(69,9!)eF (1.126) 
并 验证 


99,9!) >= 更 9! )]7.. (1.127) 

因而 A 是 从 天 到 “a 

对 初始 值 (y9, y! e (HH1(Q)) x (D(A))’, 我 们 有 

{y’, —y"} = je 
因而 , 问题 
A{®°, 9!) = (y!, 9) 

有 唯一 解 (99,9) c F. 

那么 , 我 们 定义 控制 


y 一 一 再 十 (9) n: 2") 在 xL, (1.128) 


像 通常 一 样 , 我 们 看 出 相应 的 解 y= y(v) WE yT) = y (T) = 0. i 
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现在 我 们 给 出 一 个 例子 , 其 中 我 们 取 了 一 个 更 弱 的 范 数 . 
1.9” 范 数 的 弱化 
这 种 情形 下 , 基本 的 估计 式 如 下 : 


定理 1.6 3X Q € R^ 中 的 有 界 区 域 , HURT XC? 阶 的 . 我 们 设 @ 关于 
zi? ER” 是 星 形 的 且 工 > 人 T(z?0). 
那么 , 存在 常数 O > 0, 使 得 对 所 有 的 (1.111) 的 解 6, 有 


lE? + Emay < C f Bar. (1.129) 


证 明 ”我 们 分 几 步 进行 . QS 
步骤 1 给 定 {69,1} E LN) x O H S 


m(9!) =ð! d EN(A S S (1.130) 
PEREU: [atas -YX eS NS 


那么 , RIRE X e Ky 


| (1.131) 
那么 ， suec 19) 53 [| an yy 是 等 价 的 . 
BW O = (x,t) Æ MN (99, 91) 相应 的 解 , 并 设 
w(t) = [ ®(c)do + x. (1.132) 
0 
我 们 发 现 , w 是 下 面 方程 的 解 
w" — Aw =0 EQ, 
= =0 EEE, (1.133) 


w(0) =x, w(0)= 6° 在 9 内 . 
Xy 9? 和 B! 足够 正则 , 那么 x MO 也 足够 正则 , 反 向 不 等 式 得 以 满足 , 因而 


lxi + 18°? < c f (lwl? + [w'[2)ax-. (1.134) 
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假如 证 明了 , 存在 C > 0, 不 依赖 于 w, 使 得 
f lw|*dX: < c [ lw' |*dX.. (1.135) 
b x 
那么 , HF w= 6, 
21 + Ile < © 人 lsPaz (1.136) 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 (1.35). 设 存在 一 组 (ws, xn, 99), 使 得 
上 [wn d£ = 1, 
(1.137) 
f jw! [dD 一 0, n > So 
ABA, 由 (1.134), 我 们 有 
Xn 在 H'(Q) PAIL SC SN 
因而 , 相应 的 解 wn mo KS 


L*( 


s oS 
必要 时 可 抽取 子 列 ; 
oe Qr ) 中 弱 * 收敛 
SS (1.138) 
PN V N(0)) 中 弱 * Mcd 
TR 


wi—Aw = TE Q A, 
es 0 TE X b, (1.139) 
Ov 


w(0)=x, w'(0)= 6° 在 9 内， 


其 中 , {x, 9?) e HHQ) x L?(Q) 是 {xn, 92) Æ H'(0) x L2(0) 中 的 弱 极 限 . 
此 外 , 从 (1.138) 我 们 可 推出 , 迹 序 列 wls 是 在 L?(X) 中 相对 紧 的 . 我 们 因而 
有 


f w| dE = lim | [w,|?dX = 1, (1.140) 
X n=O JS 


另外 
us; = 0. (1.141) 
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BRA, 函数 O = w 满足 


0" — A0 = 在 Q A, 
2 o EEE, (1.142) 
ðv 


6 € L®(0, T; L2(0)). 
由 Holmgren 的 唯一 性 定理 (参见 第 一 章 第 8 节 ), 我 们 有 


0 三 0， (1.143) 


因而 
w(t) = w(0)=x, Vt e (1.144) 


但 由 方程 (1.139), 我 们 还 有 RNS 
Ay = ras 


这 意味 着 x = 常数 . M LN SINK eo N m(x) = 0, si 


(1.145) 


x = 0, 因而 w= 0, 这 与 (1.14 M 
步骤 2 ME, s iyi SOM 除去 条 件 (1.130), 


并 设 更 为 (1.111) 相 WT. (05,0!) 的 常数 C > 0, 使 


AF SS 
SS SS |o |?dx. (1.146) 


我 们 用 反 i SS hao) RR Z, 我 们 可 以 找到 一 系列 (99,01, 使 得 
=1, VncN, | 7 (1.147) 


FHA 
> ln dE 一 0, n 一 +00. (1.148) 
x 


我 们 考察 0, = Pn —tm(o1), 它 是 下 面 方程 的 解 


0" — ^0, = 0 在 Q 内 ， 
00, 
rm BM. 


0,(0) = 99,0 (0) 61 — m(6l) FEQK, - 
我 们 可 以 对 它 应 用 (1.136). 因而 
(99,91 —m(61)) Æ LQ) x (HQ) PAR. (1.149 
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从 (1.147) 和 (1.149) 我 们 可 以 推出 
(89,01) Æ LQ) x (HOY PAR, (1.150) 
因而 , 相应 的 解 {O,} 在 下 述 空间 中 有 界 
L**(0, T; L?(0)) n Wh (0, T; (H'(0))). 
必要 时 可 抽取 子 列 , 我 们 因而 有 
$,—— 90 1E L*(0,T; L?(Q)) PI * 收敛 ， 
&, — 6 TE L°(0,T; (H! (0))) 中 弱 * 收敛 ， 


$—0 在 上 ， ne | S (1.152) 


另外 , o 是 下 面 方程 的 解 S 
由 (1.152), mee V NS S 


这 与 m!) =1 F '(Q) 
现在 ， AS D ARS 
SA 
使 得 S 
| e to) = 61 — m(à1). (1.155) 


因而 , 我 们 可 以 对 9 应 用 (1.136), 我 们 有 


(1.151) 


由 (1.147) (1.148), 


(1.153) 


—tm(6') (1.154) 


©? +O? — m(®) [Pag < C | le?ax < e ji Bla + i Itm(!)|2a33) 
L x > 
<C | Bad + Cy|m(B2)/2, (1.156) 
L 


其 中 O 足够 大 (RIF OC AS 的 测度 ). 
联合 (1.156) 和 (1.146), 我 们 得 到 


^P +1 mft EDP <c 人 spPaz (157) 


因而 , 得 到 本 定理 的 结果 ， 


: 112: 第 三 章 RAR: Neumann 型 和 混合 型 边界 条 件 


从 这 个 估计 式 出 发 , 我 们 有 如 下 的 精确 能 控 结果 . 

定理 1.7 3 Q X R? 中 的 有 界 区 域 , 关于 CN 是 星 形 的 , 其 边界 工 是 0? 
阶 的 . T >T(x?). 

那么 , 对 所 有 的 初始 值 


{y,y ) € H'(Q) x L*(Q) (1.158) 


存在 控制 
v € L(x) (1.159) 


使 得 (1.108) 的 解 y = y(v) 满足 y(T) — y'(T) — 0. 
证 明 ”在 这 个 情形 , 我 们 考察 的 范 数 是 aS 


| (99, 93] := Ry 


由 定理 1. 6, 2 空间 F Æ HHN) x LQ) ages Q FA 
eres 
因而 NS QE QV 
one Ky eb AN (1.162) 
我 们 接着 求解 下 DA ~ 
SS AS QW QRH, | 


(T) Qu =0 dog, (1.163) 
S Bt fe DE. 


接着 像 通常 那样 ， dis A, 我 们 可 以 看 到 , 这 是 一 个 从 F A) F 的 同 构 . 
因而 , 当 (y!, y?) e F', 特别 地 , 由 (1.162) {y°,y1} e HHO) x L?(Q) Bf, 我 们 
得 到 精确 能 控 性 . z 
ik 1.20 ”前 面 的 结论 的 建立 , 只 要 Q ÆR 中 的 有 和 界 山 区 域 , 不 需要 其 边界 下 
的 其 他 正则 假设 , 其 中 z? € Q 为 任意 一 点 . 因而 , 对 所 有 的 了 > T(Q) = min T(z") = 
Q 的 直径 , 我 们 都 得 到 精确 能 控 性 . | E 
1.10 ”一 些 注解 
1.10.1 其 他 的 边界 条 件 


应 该 指出 , 在 前 面 所 有 的 精确 能 控 结 果 里 , 控制 v 都 是 应 用 于 系统 的 全 部 侧 边 
Fe. 在 经 典 的 函数 空间 里 (例如 在 LN) x (H—1(Q)) E), 采用 Neumann 型 的 作用 


M (1.160) 


(1.161) 
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施加 在 部 分 边界 上 , 也 就 是 说 带 有 边界 约束 条 件 的 , 这 种 波动 方程 的 精确 能 控 性 


By i TE Sp = To x (0,9) c X E, 

ay = (1.164) 
0 在 二 Yo 上 

这 还 是 个 未 解决 的 问题 , 至 少 在 本 章节 讨论 的 一 般 框架 下 . 

在 C. BARDOS, G. LEBEAU 和 J. RAUCH 所 写 的 附录 2 中 , 在 假设 开 集 Q 的 
边界 是 解析 的 时 候 , 此 问题 得 以 解决 . 

无 论 如 何 , 在 随后 的 1.10.4 节 中 , 我 们 将 证 明 对 于 充分 大 的 荆 >0 及 To CIA 
任意 非 空 开 子 集 , 精确 能 控 性 在 一 个 Hilbert 空间 F 中 能 够 实现 . 因而 问题 就 在 于 
了 解 这 个 空间 并 且 研 究 它 关 于 T 和 To 的 实际 的 依赖 

我 们 回忆 一 下 , 当 波 动 方 程 的 边界 条 件 是 Dre LX E(x?) =T (2°) x 
(0,7) 的 形式 , 其 中 了 > T(zo), 将 控制 的 作用 施 力 ALAS 用 这 种 方式 能 够 实 
现在 经 典 空间 里 的 精确 能 控 性 一 一 例如 空间 HNQ) WIL? ~ "E 


1.10.2 无穷 多 个 控制 的 存在 性 eoi fcn NS 
征 munitis 
a ans 状态 . E 


利用 第 一 章 的 注 6.2 
的 精确 能 控 性 的 每 一 种 情形 , 存 
们 有 


为 了 说 明 问题 , 我 们 考 E 
O)xL 


对 每 一 初始 值 {y0， anes Qe Ne v € L?(3), 
(1.165) 
CHASE T 刻 带 
换 句 话说 SUN 
x T; ial =y(T;v) = 0} (1.166) 
对 每 一 初始 值 (y, SS (Q) 含有 无 穷 多 个 元 素 . 
此 外 , 由 HUM 给 出 sR 能 使 下 面 的 二 阶 泛 际 达 到 最 小 
J(v) = ; 人 l|», (1.167) 
范围 是 在 允许 控制 集 Uaa P. 
这 个 问题 将 在 第 八 章 中 研究 . B 


1.10.3 ”在 不 正则 的 开 集 中 的 精确 能 控 性 


前 面 几 节 的 精确 能 控 性 结果 的 证 明 中 都 假设 : 要 么 边界 o0 是 C? 阶 的 , BBA 
20 是 凸 的 . 

P. GRISVARD 在 [2] 和 [3] P, 将 这 些 结果 推广 到 了 9 是 是 R 中 的 多 边 形 或 是 
IR? 中 的 多 面体 的 情形 , 并 不 需要 凸 性 . E 
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1.10.4 Holmgren 定理 的 结论 


WOR", n>1 ASH A IR, 其 边界 工 是 Lipschitz 的 ， 并 设 To Æ T 的 非 
空 开 子 集 . 

借助 Holmgren 定理 (参见 第 一 章 定 理 8.1), 我 们 可 以 证 明 , 存在 时 间 To = 
To(Q) > 0, 使 得 若 了 > To, To 是 工 的 任意 非 空 开 子 集 , 若 更 满足 


$" Ao —0 在 Q@ 内， 
-一 =0 在 2 E, (1.168) 
中 = 在 Xo = To x (0, T) E, 
WA o | a 
MO EE 我 们 知道 T(N) = = 2(9 的 直 
这 个 唯一 性 定理 证 明了 下 面 的 式 子 


| (25, BF lle y SX S (1.169) 
是 m) x L?(Q) 中 的 范 数 . S S SS 
因而 , 设 F tt Hi(Q)x SM 记 为 其 对 偶 空 间 . 


利用 HUM, 我 们 得 到 cee 
定理 1.8 ik S sca T X Lipschitz 4. iX 
Ts Tun = X 
那么 O Á »—y?) e 本 ,存在 控制 v € L (Xo), 使 
得 下 AD 
AQA, 
在 Sig 上 
在 了 po 上 
y(0) 三 多 ,WO0) = 在 9 办 


(1.170) 


满足 y(T) =y'(T) =0. 


一 个 有 意义 的 问题 是 , 如 何 取得 关于 空间 的 额外 的 信息 . 
我 们 无 疑 总 有 


3C > 0, 使 得 8°, SHE < C(O lna +18), V{°, 8} e HQ) x LQ), 
(1.171) 
因而 
H! (Q) x LQ) CF, (1.172) 
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同样 地 
F' c (ELO)) x L*(Q). (1.173) 
可 是 , 我 们 能 够 取得 反 过 来 的 估计 吗 ? 
在 定理 1.6 中 我 们 证 明了 , 24 0 是 C? 阶 的 (或 凸 的 ) 且 关 于 o° 是 星 形 的 ， 
Xo = X, T > T(z9) = 2R(z9), 我 们 有 


F c 1! (Q)y x P*(Q), (1.174) 
因而 | 
H (Q) x LQ) c F. (1.175) 


然而 , 在 定理 1.8 的 一 般 情 形 下 , 这 个 问题 好 像 是 未 解决 的 . 特别 地 , 当 Fo CT 
H T > 0 “充分 大 ”, 我 们 有 估计 式 (1.174) 吗 ? X 


^ * SS 
2 ”混合 型 边界 条 件 的 控制 


" a PN ade 
此 处 , 我 们 所 感 兴趣 的 是 , 1 ichlet 条 件 的 波动 方程 


的 精确 能 控 性 , 更 加 精确 地 ,我 人 umann 型 的 作用 , 并 且 在 
另 _ 部 分 边界 上 设置 齐 次 托 m ws 


因而 , 设 2 是 Rr", 人 SY 其 j 是 C? 阶 的 且 Te 是 边界 工 的 


非 空 开 子 集 . A ON 
考察 波动 KS e 
在 QW, (2.1) 
所 带 的 边界 条 件 为 | 
SN 3 EE 


以 及 初始 条 件 
y(0) = y^, y'(0) — y!. : (2.3) 

我 们 研究 这 个 系统 的 精确 能 控 性 , 因而 , 对 固定 的 (充分 大 的 ) T > 0 和 在 一 个 合 
id Hilbert 空间 中 给 定 的 初始 值 , 我 们 寻找 控制 v, 使 得 (2.1)(2.2)(2.3) 的 解 y = yw) 
满足 y(T) = y'(T) =0. 

当 To = 工时 , 我 们 回 到 了 前 面 第 一 章 中 研究 过 的 Neumann 型 控制 的 情形 . 
而 我 们 关注 的 是 To C T, To ZT E To z e 的 情形 . 

我 们 采用 借助 于 乘 子 法 的 HUM, 来 解决 这 个 问题 . 

对 下 面 两 种 情形 , 必须 时 刻 加 以 区 分 : 
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(i) o  (INro) = 2, 也 就 是 说 , 这 种 情形 基本 上 就 是 Q = Qo\ 人 1, B. To = Oo, 
INI'g = 091, Qo 和 Qi 是 两 个 C? 阶 的 非 空 开 集 , 满足 01 C Qo. 

在 这 种 情形 下 , WMR 991 C Ts(z0) (也 即 0, 关于 zx? 是 星 形 的 , 参见 下 面 的 图 
3.1), 乘 子 法 的 使 用 在 此 没有 任何 困难 . 

(ii) To N{T\To} z Ø. 

与 前 面 的 情形 不 同 , 在 这 种 情况 中 , 对 开 集 Q 没有 提出 任何 几何 条 件 , 并 且 乘 子 
法 的 使 用 将 会 遇 到 额外 的 困难 ， 

更 加 精确 地 , 相应 的 齐 次 问题 的 解 的 正则 性 不 会 超过 某 个 阅 值 ， 即使 初始 值 非 
HEM. 这 个 现象 源 于 在 Ton {IT\To} 的 顶点 处 奇异 性 的 出 现 , 这 些 点 是 混合 边界 条 
件 发 生 的 地 方 , 这 个 现象 妨碍 了 乘 子 法 的 使 用 . 

我 们 仅仅 考察 维 数 n = 2 的 情形 , 此 时 我 们 有 P. ERISVARD [3] 的 一 个 结果 (E 
证 明了 通常 用 乘 子 法 得 到 的 恒等式 变 成 了 不 等 式 锥 它 能 够 推出 反 向 不 等 式 , WRR 
TR To = F(zo), 因而 FNTo = Ts(z0) SS 


我 们 演示 的 方法 是 具有 一 般 性 的 , 但 D En > 的 情形 , 就 必 
须 将 上 面 所 说 的 P. GRISVARD [3] KG e MEE 
的 问题 ~ 


本 节 的 路 线 图 如 下 : 
ES = 动 方程 解 的 存在 唯一 
性 的 一 些 经 典 结果 : 


一 在 第 2.3, 我 们 也 就 是 对 开 集 0 设置 了 
"— RM NS 


S> ive 情形 (ii). 
Panty d ES ANS 


2.2 ”波动 方程 的 一 
为 了 读者 的 方便 ， SEEN 


典 结果 : 
0"—A0=f ERA,- 
00 | 
x 在 X9 = To x (0, T) E, (24) 
0-0 在 YAXe 上 
0(0) —209,0'(0) 20. 在 Q 内， 

其 中 To 是 工 的 任意 非 空 子 集 . 

我 们 首先 介绍 一 些 记 号 ， 


我 们 记 
V = (6 e H'(Q)|ó = 0 Æ T\Do 上 }. (2.5) 


2 混合 型 边界 条 件 的 控制 , 117 ， 


我 们 提醒 一 下 , 由 于 To AT, 范 数 |V9| = Vél TE V 上 与 由 H9) 引 
出 的 范 数 是 等 价 的 . 
我 们 接着 考察 算 子 4 = A, 其 定义 域 为 


D(A) = (6 € VIAG € L(Q), = =0 在 To E} (2.6) 


赋予 它 自然 范 数 
lello = (IV9? + |A9?) 72. | (2.7) 
我 们 有 下 面 的 结果 
引 理 2.1 iO X R",n 2 1 中 的 有 界 区 域 , < 是 Lipschitz 的 . 那么 


(a) 对 数值 
{0°,01, f) e V x L2(Q) x KO: A (2.8) 


(2.4) 有 唯一 解 0, 使 得 NS 
0 € C(0, e CS (2.9) 


此 外 , 映射 (09,01, f) 一 Keer T iE 
(b) 对 数值 S “ 
Yh R V XL, T; V) (2.10) 

(2.4) 的 解 0 nak% S | 
O Qc end )n € (0, T; V). (2.11) 


映射 (09,03, f) — (0, GRIN TELE e 
注 2.1 设 Fonf{IN Se. WA, 4 0 的 边界 工 是 C? 阶 的 , 我们 有 


D(A) C H?(Q) (2.12) 


HHX Illoc) 和 ilea 在 D(A) 上 是 等 价 的 . 
现在 考察 Ton {TIo} zz 2 的 情形 . 情况 变 得 很 不 同 . 即使 边界 是 C? 阶 的 ， 
包含 关系 (2.12) 不 再 正确 . 事实 上 , 对 每 个 $e D(A), 我 们 有 下 面 形式 的 分 解 


$ = ġr t ps, (2.13) 


其 中 r € H?(Q), ós ¢ H?(Q), 这 个 函数 在 To 和 TNDo 的 交点 处 是 有 奇 性 的 (参见 
P. GRISVARD [1] 和 [3] 对 这 些 问题 的 详细 研究 ). ` a 
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iz2 i 
f € W-(0,7;V), (2.14) 
也 就 是 说 
f ==, g € L(0,T; V). (2.15) 


那么 对 初始 值 (09,0!) € V x L?(0), 在 C(0,T; V) 中 (2.4) 存在 唯一 解 . 此 外 ， 
迹 9'(T) 合适 地 定义 在 空间 LQ) 中 , 且 映 射 (09,01, f) 一 (0,0 (T) 关于 相应 的 拓 
扑 是 连续 的 . 
a4 
feW-(0,T; D(A)) (2.16) 


且 初 始 值 取 自 D(A) x V, 解 是 属于 C(0,7; D(A)), AS € V. 我 们 再 一 次 有 对 


数值 的 连续 依赖 性 
这 些 结论 的 证 明 与 第 一 章 中 对 边界 条 件 是 rice S 时 给 出 的 证 明 是 


相似 的 SS S " 
现在 考察 齐 次 方程 SS S SN 


©” _Adb=0 在 , 
ð 


? = SV S Rm (2.17) 
xs AS RAN 
以 及 相应 < 


Sed QN Vt € [0, 7]. (2.18) 
我 们 有 下 面 的 外 < | 
引 理 2.2 ees 中 的 有 界 区 域 ， RARD A Lipschitz 的 . 
那么 , 对 (2.17) BE $ (这 相应 于 (069,0!) € V x L7(Q)), HEB AM 
道 是 常量 , 也 即 
P(t) = Ej = (VSP 9|), vee (0,7}. (2.19) 
Bi 
2.3 ” 带 有 几何 条 件 的 精确 能 控 性 (I) 
我 们 给 定 有 界 区 域 O CR", n > 2, 其 边界 是 C? 阶 的 , 满足 
Q = O9V4, 其 中 Qo 和 Qi 为 两 个 有 界 区 域 , 它们 的 边界 都 是 C? 阶 的 ， TE 
Qi 关于 某 一 点 r € 0, c Qo 是 星 形 的 , EL O4 C Qs. 
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下 面 的 图 3.1 演示 了 这 种 情形 : 


00, =T1 


OQ — Io 


我 们 定义 v(x) 为 单位 向 量 , 指向 O 的 外 1 本 指 向 Qi 的 内 侧 ). 我 


们 像 通常 那样 定义 S GN 
m(z) = x — a9, RO Qe QB 


r(x?) = (x NS. K-T Qa 
因而 , 我 们 有 NY AN NS | 
1 一 RSTO (2.22) 


注 2.3 RN em nee 
我 们 甚至 Qvi NN 可 以 有 区 别 于 Qi 的 “ 洞 ”( 参 见 


图 3.1 8 
因而 O0 的 边界 工 是 由 两 个 不 相交 的 部 分 组 = ke = 0. 


(2.21) 


图 3.1). 
Qi 关于 zo XEK WREN, 这 样 一 来 我 们 在 Dy =T: x (0, T) 
上 就 能 够 有 一 个 齐 次 的 Dirichlet ALF y =0， m 


注 2.4 我 们 在 后 面 性 估 的 所 有 的 事 痢 能 够 以 平凡 的 方式 应 用 到 下 面 这 种 全 
形 


Q = (a,b) CR ELLE D = (a) (MB To = (5) HT, = {b} (RAT, = {c}). W 
我 们 首先 考察 带 有 齐 次 边界 条 件 的 问题 : 


6° Ad=f 在 Q A, 
00 = 

| 8v ei) TE Xo — To x (0, T) as (2.23) 
0—0 在 X4 = Ty x (0,7) E, 


00) —09,0 (0) = 在 Q 内. 
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引 理 2.3 it qe (WISQ). 那么 对 方程 (2.23) 的 所 有 弱 解 9, 下 面 的 恒 等 


1 , 1 80 
; | P- Ive Qui. ; 人 onto, n 


2 
/ ait /|2 2 2 24 
=(0 (t), re E 8x, |^ — [V0|^)dzdt (2.24) 
"i a 80 i | 
Q Bx; 02; Ox, dxdt , ja D. aaa E 


证 明 ”证明 与 引 理 1.3 的 证 明 类 似 . 我 们 首先 对 强 解 建立 恒等式 , 也 就 是 说 对 值 
{9°, 6, f) e D(A)JXVxL!(0,T; V). 由 于 边界 的 分 支 工 aN 是 不 相交 的 , 为 了 得 到 
恒等式 (2.24), fit 0 是 足够 正则 的 (我 们 已 经 做 出 了 T; H?(0))n C" (0, T, V)), 
为 此 我 们 用 数量 函数 des 乘 方程 (2.23)， ER 

由 此 ， 我 们 再 对 弱 解 建立 恒等式 ， 这 只 XS E 


现在 考察 齐 次 方程 


SPS 
” — A = OC NN 
ES Soe = N $ B (2.25) 


OE oe 
3 Ses c | XM 大 me pan 
ME 


miden ES PN Te | — [vep)azat + f |Vój^dedi. (2.26) 
OLK Q Q 


我 们 


在 X1 E, RANA mer, < 0, 因而 : 
(9^), m. 5 (OE + ; | (2 + va drdt 
+ 了 n" (|®'/? — |và|?)dzdt < 1 34 maw(S-lV.ep)x, (237) 
再 由 能 量 守 恒定 律 
TE, & "> | PP- Iva)drdt + (8 (0), mes (0) 


1 
<5 f MVE (| 更 全 — [Vo 8d. (2.28) 
Mo 
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此 外 , 方程 (2.25), SEDI D, 像 通 常 一 样 , 我 们 可 得 
[ (| — |V&[?)àzdt = (9(0, 9 (0). (2.29) 
这 与 (2.28) 结合 起 来 , 可 得 
T Eo + ('(t), mk 2) + TOT 
<; | mn zi |v,9|?)dx. (2.30) 


继而 ， ica 1.4 的 方法 , 我 们 得 到 


(9 (0, me ER 
<2R(x°) Eo — c p 也 =~ (9(0)I* + Je (T)? + IRG rsen )dT 
<2R(x°)Ey 十 一 一 一 in 35 mV (| 更 人 Nd S NS (2.31) 
因而 ， eae o NS 
B 


8]38 2.4 d /那么 Pd 得 
Eo < ed m- v(| 9j Ws -^|e(r)?)ar) (2.32) 
对 所 有 (2.25) 的 弱 解 AS a 
注 2.5 fi 算 ， CS < 个 精确 估计 . E 
soa gin) > 
| da So» hu =T% x (0, T). (2.33) 
从 (2.32), 我 们 可 EM 
E «c([ wpas df mapaz [ (eo? +iecryear), (234) 
X(a9) X; T'(z9) 
再 从 下 面 的 事实 
|] eortempes<c/ (seam (235) 
I'(z?) X(z9) 


我 们 得 到 下 面 的 结论 
定理 2.1 (APER) HT> T(x) = 2R(a?). 那么 存在 C > 0, 使 得 


Eo «et (OP + |e" aE + f |V,®|2dd) (2.36) 
E(x?) Es 


对 所 有 (2.25) 的 强 解 D 成 立 . 
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注 2.6 ”估计 式 (2.36) 仅仅 先 验 地 对 方程 (2.25) 的 强 解 成 立 (那些 对 应 的 值 
[99,9!) e D(A) x Y)， 因 为 这 个 不 等 式 的 右 端 对 于 弱 解 来 说 ， 原 则 上 是 没有 定 
义 的 . | 

推论 2.1 ANEN 满足 Qo 关于 x0 是 星 形 的 , 那么 对 于 下 > T(r), RMA 


Eo < c [ (||? + |9/|ax.. (2.37) 

E(x?) - 

证 明 Æ Oo XT z0 是 星 形 的 , 我 们 有 To = D(a9), 因而 D$ = e. 那么 (2.37) 

是 (2.36) 的 直接 结果 . B 


Æ T » T(x?),9 Æ (2.25) 的 弱 解 满足 


注 2.7 从 引 理 2.4 的 估计 式 (2.32), AR 
[Yo 下 > || Ex"), IV, ^ i 


(2.38) 
$(0)— 9(T)-—0 在 T(z A E; 
那么 更 三 0. NS m 
注 2.8 ”定理 2.1 的 估计 式 ( eS e EWE 
#T> T(x em (2. eh 
(2.39) 
HA 6-0. x 


MN SS 是 第 一 章 推 论 5.1 的 结果 . 事实 上 ， 


E o WEA Db) M = 0, 我 们 显然 有 在 Xo 上 更 = 0. 


我 们 因而 有 
NU QN S 一 二 0 在 2o L, 


第 一 章 推论 5.1 就 可 应 用 了 u 


从 定理 2.1 的 反 向 不 等 式 , 由 HUM, 我 们 得 到 下 面 的 精确 能 控 性 结论 (我 们 回 
IL—T:V-($eH'(0)ló =0 在 fT 上}). 


定理 2.2 ik OQ X R",n 2 1 中 的 有 界 区 域 , 满足 (2.20) 3X T > T(z?) = 
2R(x?). 
RA, 对 所 有 的 初始 值 
(9, y!) € LQ) x V' (2.40) 
存在 控制 
0 
V9 在 2o dE 
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满足 | 
vı € (H!(0, T; L"(V(a9))))', v € L^(0,T5 (H! (U9))), (2.42) 
使 得 下 面 方程 组 的 解 y = y(v) 


y" — Ay=0 在 QR, 
AU cu 在 Xo E, 
Vy (2.43) 


y(0) = v9, y (0) = V ENA 
满足 y(T) = y'(T) — 0. M 
在 给 出 这 个 定理 的 证 明之 前 , 先 注意 一 下 下 E 


推论 2.2 KACO 满足 (2.20), L Qo 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 {yy} © D? he 
vE ON NS (2.44) 
使 得 (2.43) 的 解 y = y(v) aod f X SS m 
"iced 的 证 明 证 -— S MT HUM 方法 . 我 们 首 | 
Ry > 


Son 


2.45 
SS Mean 在 T 上 ’ | 
ANS ~、 (0)4 在 内 ， 
其 中 初始 值 {6°, 61} e DUX Xx 六 

我 们 定义 范 数 (合法 4 向 不 等 式 保证 ) 

Ma^ me = (| (PPE f iv.aramy^. (2.46) 
u(x) | b» 
我 们 构造 Hilbert 空间 F 

F = D(A) x V 关于 范 数 | lle 的 完备 化 ， (2.47) 


BP 是 它 的 对 偶 (不 与 F 同 构 )， 
由 F 的 构造 , 我 们 看 到 ， 


{O° Oiler ef (18|? + |®’|?)dd «f IVe |E < +00, (2.48) 
x(z?) D 
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另外 , 由 反 向 不 等 式 ， 


FCV xQ), V'xI*(Q)c F.. (2.49) 
继而 我 们 考察 反 向 问题 
V/ — A =0 EQ H, 
ap_ [-945 0) — Exo?) E, 
ov Ar, (x0) 9 在 20 E (2.50) 
y -0 er 
Y(T) = w'(T) = 0 NN 
导数 SO 是 取 在 空间 gn (o, T; L(1(29))) 和 2s eS DPF 也 就 


aS N 
一 (下 = q ‘dd Y 0 2.51 
2 E), >= haen" c (2.51) 
Ar, (20) 9 € L?(0, T; exis $c SA ; H*(T9)). 
(2.49) EAE a Se M Ma 问题 
0 S OW 


Ov S Os Mo È, (2.52) 
0 ON TE 34 Hi oer 
in p KÒ- 0 在 9 内 ， 
我 们 说 是 (2.50) a: SS 


l V fdzdt-- < 4(0),0! 5 — < 4'(0), >= — f (0 + &'6')dd 
Q D(z?) 


(2.53) 
-j Vo®:Vebd5, V{0°,6', f} € D(A) x V x L (0, T; V). 
3 本 


用 前 一 节 引 理 1.5 的 方法 , 我 们 可 证 , 在 (2.53) 的 意义 下 , (2.50) 存在 唯一 的 解 
v 满足 
V € L®(0, T; V) NW» (0,7; (D(A)), 
{V (0), -9(0)) € F”. 


我 们 定义 线性 算 子 


(2.54) 


A(9^, 9] = (v/(0), —9(0)]. (2.58) 


2 混合 型 边界 条 件 的 控制 . 125 - 


由 (2.53) 我 们 有 
< A{®°, 6'}, (99,6!) > = < y'(0),9? > — < (0), 9! > 
=f dorsi az f Iv. oPaz = [9,90 
E(x) zš 
(2.56) 


那么 算 子 A 定义 了 从 FA P 的 一 个 同 构 . 
由 (2.49), 对 每 一 个 初始 值 {y°, y!) € LO) x V', 方程 


M, 9!) = (y! °} (2.57) 
有 唯一 的 解 (99,6!) e F, 控制 
ab M +2@) de m) S e 
v. Arab EXER Qs 
其 中 o 为 (2.45) 的 相应 的 初始 值 满足 (2 Ko 就 能 E 
注 2.9 ”我 们 实际 上 已 经 证 明了 A € is (99,91) 的 


精确 能 控 性 . 
由 (2.49), RITA V" x YO es 


无 疑 地 , 由 引 理 2.1, 我 


KS P x V'. (2.59) 
EYE 1.14 一 样 , 我 得 远 DAN 
aM 2 FC wem x VV, Vs > 5 = (2.60) 


其 中 Vy, = {¢ € H*( PAS E 
it 2.10 re 在 弱 的 意义 下 满足 方程 . 


0" — A0 = 在 内 ， 
80 
0—0 TE». E 


OT) -65,0(T)-0! XEQW. 
那么 解 y = y(v) 满足 | 


| yfdrdt+ < y?,0' (0) > — < y',A(0) >= — J (90 + 6'6’)dd 

z ae (2.62) 

-[ V,9-.V,0dX, Vv(09,0!,f) € D(A) x V x L! (0,75 V). 
D 
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由 引 理 2.1 和 注 2.2, 我 们 能 够 证 明 , 这 个 问题 存在 唯一 的 解 y, 例如 属于 函数 类 
y € L™(0,T;V’) NW (0, 7; (DCA))). (2.63) 
我 们 稍微 走 得 远 一 点 (参见 注 1.13), 可 以 证 明 
{y’, —y} € L™® (0, T; F^). (2.64) 
由 (2.60), 特别 地 , 这 意味 着 
y € L*(0,T; Vi) WW (0, 7; CS Vs > ; (2.65) 


当然 , 在 (2.62) 式 中 , 积 f yfdadt 应 该 理解 》 %(0,PY') 和 L1(0,T; V) 之 


间 的 对 偶 意义 下 . 同样 , 括号 <--> 表示 vv. A " 

定理 2.2 SUCUS T Rott ts Qc hie Kaia 
的 方法 , 给 出 很 多 很 多 的 变化 . od 5 WOR, Se ARE HEY 2.2 中 考 
察 过 的 两 种 变化 ， i 


N 
2.4” 带 有 几何 条 件 的 精确 (VERÍ S | 
NE A 所 EDL, 我 们 设 N 满足 (2.20), HL 


SS 
es Dees JE B." (2.66) 
我 们 因而 有 Y ON 


EXON X806, T(x?) = Ti = 601. (2.67) 


2 混合 型 边界 条 件 的 控制 . 127 . 


我 们 首先 考察 齐 次 问题 

©” — Ağ = TE Q WA, 

0o 

av" fx | (2.68) 

o = 在 yy ds 

$(0) —49,9'(0)—9?' 在 9 内 
我 们 记 

W = {¢€ D(A)|A¢d € V) = D(A*/”). (2.69) 

我 们 有 下 面 的 估计 式 . 


定理 2.3 存在 0C>0 使 得 


IP lca) HIVE"? «c x > (m 
对 所 有 相应 于 (99,91) © W x D(A) abort NS eS 


WEAR ”证 明 与 定理 14 的 it 


我 们 定义 ow S NS 
PSY (2.71) 
i w € C(0,T; D(A)) ff S CS SA 
Qe A 在 Q 内 ， 

在 E Xo Bick 
ve (2.72) 

在 X E, 

EN ,w(0-—w 在 Q 内 . 

由 推论 2.1, 我 们 有 


Vw}? +t? « C 人 (jw)? + jw! |2)a32. | (2.73) 
0 


我 们 注意 到 w = P. 因此 


|A99|? + |V9!? < cf (|9/]* + |e"|2)ax.. (2.74) 
0 


此 外 , 我 们 知道 范 数 |Ag 和 leloa) YE D(A) 上 是 等 价 的 , 由 此 , 就 得 到 了 本 
定理 的 结论 . a 


继而 , 我 们 有 下 面 的 精确 能 控 性 . 
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定理 2.4 ik Q WX (2.20) fe (2.66). HT > T(a9). 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 


(^y ) € V' x (D(A))' (2.75) 


存在 控制 
v € (H?(0,T; L?(Uo))) (2.76) 


使 得 下 面 方 程 组 的 解 y = y(v) 


y" —Ay=0 ki 


ne y^ y'(0) = S i 
满足 yT) — y(T) - 0. N cO Xx a 
证 明 ”证 明 与 定理 1.5 OAS 方法 我 们 在 此 指出 主要 


(2.77) 


的 思路 . 
这 一 次 应 该 考察 的 范 数 


Ihe: S + Pyar ee (2.78) 
由 (2.70) oS AS 


Sr x V, (2.79) 
Sx x (D(A))' c F'. (2.80) 


继而 , 我 们 考察 反 向 问题 


因而 


y" zm Ay =0 在 Q Py, 
Op Es 0 / 0? H l 
a "ar - ag (9 在 上， (2.81) 
V —0 在 Oy 上 
Y(T) = V(T) =0 EQN, 

导数 207. (或 Z0) 是 取 在 空间 MOT; 12079) GR H20, 75 1^9) 和 它 的 


MIN. 的 对 偶 意义 下 的 . 
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用 转 置 的 方法 , 我 们 可 以 验证 , 在 一 个 适当 的 弱 的 意义 下 ，(2.81) 存在 唯一 的 解 
p, WE 


(0/00), ~v(0)} € F*. (2.82) 
我 们 定义 线性 算 子 
A(8*, 9!) = (J/(0), -¥(0)}. (2.83) 
由 恒等式 可 得 
| < A(99, 9), (29, 9!) >= |(29,9)12. (2.84) 


(我 们 就 是 为 此 才 定 义 问 题 (2.81) 的 0) 我 们 看 到 算 子 A 定义 了 从 FA 的 一 个 同 
Xj. 
对 初始 值 (y^, -yo e F’, 我 们 解 方程 S 


A{®°, 1) = (y!, Ps (2.85) 


2 AK Ova (2.86) 
就 能 解决 我 们 的 问题 . DNS E 
2.5“ 带 有 几何 条 件 的 精确 能 控 ， ma 
我 们 仍然 置身 于 前 一 节 K 满足 (2.20) 和 (2.66). 
| a 
定理 2.5 sr > 04 
ae" + || «c ||? (2.87) 
对 (2.68) 所 有 的 弱 解 m NS E: 
证 明 ”由 推论 2.1 我 
Eo <C f (||? + |&/|)ax. (2.88) 
Mo 
我 们 考察 范 数 
HE, - Cf. (0P + Ppa) (2.89) 
和 空间 
F = D(A) x V XT WER |ie 的 完备 化 . (2.90) 
我 们 有 


FcV x(O), ` (2.91) 
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此 外 , AF 
F — H'(0,T; L?(Fo)) | (5, 9!) ^ 6 


定义 了 下 和 HI(0,T; L(To)) 之 间 的 一 个 同 构 , 
此 外 , 我 们 知道 , 对 所 有 的 f e V', 问题 


—^u-f 在 Q 内 ， 


a = 0 在 ro 上 


存在 唯一 的 解 we V. 此 外 , 算 子 


T: rane 


定义 了 从 V BV 的 一 个 同 构 . BE 5 = TO. SS 


赋 以 自然 的 范 数 


K ea af vi eR. 
由 (2 SS 
S ~~ x V 
其 嵌 人 是 连续 的 ， 


我 们 记 w 为 (2.68) +H 值 {w°,w'} e ry 的 解 . 
继而 我 们 构造 空间 


G = QH {w°,w'} 跑 遍 F 时 , 由 迹 w|x, 跑 出 的 空间 }. 
WC BAR) Hilbert 范 数 : 
lolzolle = lu, w Hr- 


毫 无 疑问 , 当 w 是 (2.68) 相应 于 数值 Qu, w} 的 解 时 ,那么 


(t) = | w(s)ds + Tw! 


S 
我 们 构造 空间 SONOS 
TUAM nay SY. ea 
S 


(2.92) 


(2.93) 


(2.94) 


(2.95) 


(2.96) 


(2.97) 


(2.98) 


(2.99) 


(2.100) 


(2.101) 
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”就 是 (2.68) 相应 于 数值 {Twt w°} 的 解 . 我 们 即刻 有 
w=’, (2.102) 


且 特 别 地 
w € C(0, T; L?(Q)) n C! (0, T; V^). (2.103) 
由 (2.92) 定义 了 一 个 同 构 的 事实 , 线性 映射 | 
Fy > IP (Yo) | (w®, w!} — wlz, = [zs (2,104) 
是 连续 的 满 射 . 为 了 证 明 (2.104) 定义 了 从 Fi 到 52(30) 的 同 构 , 只 要 证 明 , 映射 是 
单 射 就 行 了 . 但 事实 上 , 这 是 Holmgren 定理 的 结果 (参见 第 一 章 定 理 8.1). 


因而 ,映射 (2.104) 定义 了 从 ri 到 PSKS ”由 (2.98) ied 
(2.87). 


由 这 个 估计 , 借助 于 HUM, 44 RA 


得 ES 
eS X ( Kas T (a9). 


定理 2.6 ANAR 中 的 有 界 区 域 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 


Oe 
存在 控制 NS SS 


ae (2.106) 
使 得 下 NA 9 


在 Q A, 
ae (2.107) 
y 在 Dy 上 
y(0)—99,y(0 —y! 在 9 内 
满足 y(T) =y'(T) =0. E 


it2.11 前 面 的 精确 能 控 性 结论 , 演示 了 介 于 可 控制 的 数值 空间 和 控制 空间 的 
通常 的 关系 . 我 们 证 明了 , 初始 值 的 正则 性 越 强 (RI), 相应 的 控制 的 正则 性 也 越 
强 (或 越 弱 ). E 
2.6 ”不 带 有 几何 条 件 的 精确 能 控 性 


Arp, 我 们 研究 精确 能 控 性 时 , 我 们 处 理 的 系统 , 对 O, 除了 有 边界 正则 性 假 
设 外 , 没有 其 他 的 假设 . : 
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正如 我 们 已 经 在 第 2.1 节 中 指出 过 , 主要 的 困难 在 于 , 相应 的 齐 次 问题 的 解 不 会 
超过 某 一 个 正则 性 的 立 值 , 应 用 乘 子 法 的 先决 条 件 不 充分 , 甚至 当初 始 值 和 区 域 都 非 
常 正 则 时 也 不 行 . 这 个 现象 是 源 于 在 Dirichlet 型 和 Neumann 型 的 混合 边界 条 件 的 


交界 面 上 出 现 的 解 的 奇异 性 
在 前 面 几 节 中 , 因为 对 O 的 几何 性 质 设置 了 很 强 的 限制 条 件 , 这 个 困难 得 以 避 
f, 也 就 是 条 件 (2.20), 它 消 除了 碍 事 的 交界 面 ! E 


因而 , 我 们 研究 这 一 般 的 情形 , 但 是 要 求 维 数 n = 2. 这 样 的 话 , 有 一 个 结果 , 可 
使 我 们 施展 乘 子 法 , 这 个 结果 是 属于 P. GRISVARD [3] 和 [4] (参见 下 面 的 引 理 2.5). 
我 们 提出 的 思路 是 具有 一 般 性 的 , 并 且 容 易 应 用 到 维 数 n > 2 的 情形 , 前 提 是 ， 
我 们 有 这 一 结果 的 推广 . 但 这 是 一 个 未 解决 的 问题 H 


aN WO E R? 中 的 有 界 区 域 , WHT Æ C2 了 


Bt a^ c R?, 考察 边界 的 如 下 分 解 S S 


ro = T(z°), QD EN? e (2.108) 
以 及 通常 的 记号 m(z) = x — 2°, R( S “> ~ 


我 们 再 一 次 记 SS 
RP QU QY AM .. (2.109) 


AES x 在 T'(z9) E}. (2.110) 
我 们 有 E 
5|38 2.5 RI Em 中 的 有 界 区 域 , 边界 了 是 


C” 阶 的 . 
那么 ， MESS Se UT AREA: 
k 


Limits oe 
E 


注 2.12 ”我 们 可 以 显 式 地 计算 出 这 个 不 等 式 左边 和 右边 的 差 . 在 这 个 差 里 , 出 
现 了 函数 $ 在 To) 和 D. (a9) 的 交点 处 的 奇 性 的 系数 ， 关于 这 个 问题 的 详细 研究 ， 
以 及 引 理 2.5 的 证 明 , 参看 P. GRISVARD [3] 和 [4]. 

这 个 结论 的 证 明基 于 构造 区 域 0. 的 一 个 适当 的 摄 动 , 那样 我 们 能 够 建立 一 个 我 
们 需要 的 恒等式 , 继而 通过 极限 过 程 , 当 摄 动 后 的 区 域 趋向 于 Q 时 , 为 了 得 到 (2.111), 
保留 那些 由 于 奇 性 而 出 现 的 额外 的 项 (总 是 有 同样 符号 的 ) 

我 们 观察 到 由 n= 2 的 事实 , 通常 的 项 (2 — 1) f [Vol dr 在 这 种 情形 下 为 零 


nlé Par -z m(z):v(x)|Vs.o|^dT. (2.111) 
ie 8) 
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我 们 提醒 一 下 , 当 T(z0) nT, (2°) = e Bf, D(A) c H?(Q), 因而 (2.111) 变 成 了 


恒等式 , 这 就 是 前 面 几 节 考察 的 情形 . E 
我 们 现在 考察 带 有 齐 次 边界 条 件 的 问题 
0" — Ag — f 在 Q 内 ， 
00 i 
By = 0 在 (az ) E, (2.112) 
0=0 在 3. (x?) E; 


o0) = 6°, 0'(0) = 在 9 内 . 


引 理 2.6 iX OQ 满足 引 理 2.5 的 假设 . ARAB 0 是 (2.112) 的 强 解 (也 即 相 应 
的 数值 (09,01, f) c 2 x V x L1(0,T; V)), p 


(€ (C) mes DE | AP 
<; Ls ae, [Vo o uz SS SN (2.113) 
SK ! 
证 明 ”我 人 用 my -2 ASIN aS 部 积分 , 并 对 大 部 
分 的 项 得 到 通常 的 ji 对 它 我 们 应 用 不 等 式 
(2.341). - RS a 
AN SS 在 @ 内 ， 
Qo EE 


在 2,(z0) 上 
-Mp9,6'(0) = 61 在 0 内 . 


(2.114) 


由 (2.113), 我 们 得 到 
7 Oo T 112 
CAOR m. 5 (IE + i |o" Pazdt 
1 112 2 1 oP 2 
a my (9l? — [Vo 5| DIES mural n [^d 
并 注意 这 样 的 事实 , 在 T (a9) 上 MEV 2 0, FET. (2°) 上 myvy « 0, 我 们 得 到 
(&'(0), mes IE + yh |o" dzdt 


1 
<3 [mede ras«c| pax. (2.115) 
2 Jx(a9) X(z9) 
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再 由 通常 的 步骤 
OG 1 ; 
T Eo + (9 (E), mi 5— € + z2) < cf [d ^d. (2.116) 
此 外 , 我 们 有 
/ 00 1 T 0 2 2 
(9 (¢), mi 5—(£) + 5:9 (0)lo] < 2R(z «c | (IB(OF + | CP) P)ar.. (2.117) 
k T'(z9) 
因此 | 


(T — 2R(z9)) By < C( Lm |e/[*a + = co POP HEPPA) 


< MN — )dX. NS | (2.118) 
因而 , 我 们 证 明了 下 面 的 结论 OQ 
定理 2.7 ( 反 向 不 等 式 ) KO xz R? en ud NS 的 假设 . 设 


T > T(z?) = 2R(2°). 


ABA, 存在 常数 C > 0, 使 得 对 S SG 


(2.119) 
H 
os x 在 D(z?) A; (2.120) 
=0 AEN 在 Dela") Bor 
'/(0)= 在 9 内 . 
我 们 回忆 一 下 V= {¢ € W1(Q)|¢ =0 在 T(zo) E}. 
我 们 有 下 面 的 精确 能 控 性 结论 . 
定理 2.8 OR? 中 的 有 界 区 域 , WRT XC? 阶 的 . 
ik q? € R? BH. T > T(z?) = 2R(x9). 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 
(y9,y!) e LPO) x V’ (2.121) 
存在 控制 
ve (H (0, T; L°(0(2°)))) (2.122) 


使 得 (2.121) 的 解 y = y(v), 满足 y(T) = y(T) = 0. g 
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证 明 ”这 是 估计 式 (2.119) 和 HUM 应 用 的 结果 . 


我 们 考察 范 数 
Ne, oe = (f quf leas). (223) 
BL F JE D(A) x V 关于 这 个 范 数 的 完备 化 ， 
由 (2.119), RITA 
FcVxLI?(Q), V'xL*(Q)c F'. (2.124) 
我 们 考察 反 向 问题 
y - Ay = EQ 


ov _ Oa 0 

a ae RTE (2.125) 
AS a 

WT) = VAS SL SN 


它 存在 唯一 的 解 满足 ed NS 
(2.126) 


Quy XM 
必须 指出 , 导数 AS n 和 它 的 对 偶 空 间 的 对 偶 


意义 下 的 . 


继而 , 我 们 
SSs (0), —v(0)]. (2.127) 
我 们 可 验证 ， EA eS 


(5,9) >= [(95, 9 HIT. (2.128) 


这 说 明 , A A mes F 3 Fr 的 一 个 同 构 . 
者 (y^, y!) e L?(Q) x V’, Bi (2.124), {y*,-y°} e F', 因而 方程 


A(99, 9!) = (y!, —?) (2.129) 
有 唯一 解 (99,0! e F. 那么 控制 
v= 一 下 十 <(@) € (H! (0, T; L*(T(2°)))) (2.130) 


在 时 刻 T 将 系统 带 到 平衡 状态 . 
现在 , 我 们 能 够 很 容易 地 变换 范 数 |I e. 
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更 强 的 范 数 


定理 2.9 RER 2.8 的 条 件 均 得 到 满足 . 
那么 ， S ou 


{y°,y'} € V' x (D(A) (2.131) 

存在 控制 
v € (H*(0,T'; L2(0(2°))))’ (2.132) 
使 得 (2.120) 的 解 y = y(v), 满足 y(T) = y'(T) = 0. 图 


证 明 的 思路 ”利用 定理 1.3 的 证 明 中 的 方法 ， pa ii 


IIB e |v9 P « c = RS (2.133) 


我 们 考察 范 数 N 
IHS’, e!» = S. y 十 eK SN (2.134) 
以 及 Hilbert 空间 EN N XS 


ASA (2.135) 
RP W = {¢ € D( 
由 (2.133) ws SYS 
Sad | x Vc. (2.136) 
MENOS 4 
V" — oS 在 QW, | 
99. (o) D.) dero) 
v Ot 5 , 
V =0 TE X, (27) E, 
v(T)-v(T)-0 — 在 9 BW. 
我 们 定义 算 子 A, 我 们 可 像 通常 那样 完成 证 明 . 图 
更 弱 的 范 数 


定理 2.10 KEM 2.8 的 条 件 均 得 到 满足 . 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 


(y9,y! } e V x LQ) (2.137) 


2 混合 型 边界 条 件 的 控制 


存在 控制 
v € L?(d(2°)) 


使 得 (2.120) 的 解 了 = y(v), 满足 y(T) = y(T) — 0. 
证 明 的 思路 ”利用 定理 LS 的 证 明 中 的 方法 , 我 们 得 估计 式 
|e^p? + Etl < c J lef: 
S(s?) 
因而 , 我 们 考察 范 数 
(89, B2} I] := ( J |e[*ax? 
X(z9) 
以 及 Hilbert 空间 F, V x L?(Q) PEE 


由 (2.139), 我 们 有 SS 
rcm ie Ro NS 
在 这 种 情形 下 ， RERNA SS SS 


HSE c) 
oe 人 


XS 


2.7.1 ”其 他 的 边界 条 件 
(i) 考察 第 2.3, 2.4 和 2.5 节 的 情形 , 也 就 是 说 当 


Q—Q90Q,, 其 中 Q 关于 c? 是 星 形 的 . 
我 们 对 带 有 下 面 形 式 的 边界 条 件 的 波动 方程 , 证 明了 精确 能 控 性 


Ov 


9... 在 Fo=60ox(0,T) 上 
y=0 Æ 34 = ON, x (0,T) 上 


控制 v 在 Eo X (a9) 和 Eo 0 X (a9) 部 分 , 具有 不 同 的 构造 . 
ET = ro NT, (2°) 4 e (参看 图 3.3) 


|: 137 > 


(2.138) 


(2.139) 


(2.140) 


(2.141) 


(2.142) 


(2.143) 


(2.144) 
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L(z9) 


S 


图 3.3 
在 这 种 情况 下 , 在 经 典 函 数 空间 (例如 形 ， D Kr (Q)) 里 的 精确 
能 控 性 , 且 控 制 的 形式 为 


Oy — AS 0 eS 

a 在 TS z?) p» Jd ~ 

oe =0 «Ts e SN (2.145) 
y= 0 Kg X we 

这 是 个 未 解决 的 问题 SS S 

2 


ð 
y NA 3) Seb, 在 某 个 Hilbert 空间 


由 Holmgren ae 
F’ h, 我 们 能 H8 


能 控 性 然而 , 对 这 种 空间 , 取得 一 些 额 外 的 用 “经 典 的 ” 
的 问题 . 


术语 描述 的 信息 , 这 是 个 ~ u 
(ii) 第 2.3 pea 能 鳅 上 的 方式 推广 . 


(Qu UR Æ, 边界 Tii=1 ,4 是 C? WH, 满足 


Co, 4215. (2.146) 
设 
2 | 
Q = Q9 5 (2.147) 
i=1 


Ht 2° € R^, 并 考察 方程 组 


y'—Ay-0 Æ Q =x (0, T) A, 


Oy 

pel Jap y B cf 

By f Xo (2.148) 
Ui TE 34 n Xa?) AS 

y — 
0 Æ AE) 上 ,i=1,...,%, 


2 混合 型 边界 条 件 的 控制 . 139 . 


其 中 3; = 00; x (0,T), i=1,.…,&. 
那么 , 我 们 有 下 面 的 精确 能 控 性 结论 . 


定理 2.11 设 Q 是 由 (2.147) 给 出 的 R PHARM HT > T(z) = 
2A”), 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 


(9,9!) € LQ) x V”, (2.149) 


At V = (6 e H!(Q)|$ = 0 Æ T; = 805, Vi 1, ,£) FEW {vov , ve}, 
满足 


(2.150) 
wi Æ Xon X. (a?) 


wo € (H'(0,T; (To n T (29), wi € Z7(0, Qu exem (2.151) 


vi € Lun OKS S (2.152) 
使 得 (2.148) 的 解 y = y(v), 满足 A RN 


» 在 X n E(x?) E, 
Ug — 


a 
显然 , 4l=18 DX) se Qs Pas 2.2 的 结论 . a 
2.7.2 ”无穷 多 个 控制 
eife ta EN 门 在 1.10.2 中 说 过 的 话 , 在 此 仍 
然 有 效 : NS T, 这 样 的 控制 一 定 有 无 穷 多 个 . 
人 


因而 ， KAN 含 无 穷 多 个 元 素 . HUM 给 出 的 控制 使 得 


相应 v each tti, 请 看 第 八 章 . 
2.7.3 ”在 非 正 则 开 集 zm 


在 P. GRISVARD [3] TE R 中 的 多 边 形 区 域 和 RS 中 的 多 面体 区 域 中 的 
带 有 混合 边界 条 件 的 精确 能 控 性 问题 进行 了 研究 . 
2.7.4 Holmgren 定理 的 结果 


d OQ 是 了 Rn"7m>1 中 的 有 界 区 域 ,边界 工 是 Lipschitz BJ. 设 To 是 工 的 非 空 开 
FÆ, H T1 = IADo. 
考察 齐 次 问题 
p” —Ao-0 TE Q A, 
二 一 一 0 在 Xo = To x (0,T) E, (2.153) 
B=0 在 X4 =T; x (0,T) È. 


- 140: 第 三 章 AAR: Neumann 型 和 混合 型 边界 条 件 


用 与 第 一 章 定理 8.1 同样 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 , 存在 T(Do, Q) > 0, EA 
T » T(To, 0) 且 9 Xj (2.153) 的 弱 解 , 满足 


$—0 1E Xo. E, (2.154) 


HA b= 0. 
另外 我 们 知道 , 存在 T = To(Q) > 0, 使 得 


| T (To, Q) < To(Q), Wo C I. (2.155) 
特别 地 , Æ Q 是 凸 集 , 我 们 有 
Ty(Q) = 2(Q SS (2.156) 


因而 , 设 T > To(Q), 并 考察 范 数 


l2, ©} Lp. ES SS (2.157) 
i F Æ V x LQ) A SS 
S 


我 们 有 下 面 的 结论 


定理 2.12 KOE SR Que T X Lipschitz $3. iX To 是 


MN 
那么 ， 对 有 RS y-y) e F' (F HIAR, FA 
V x (OQ) 关于 hes V^ 在 控制 VE L?(Xo), 使 得 下 面 方程 的 解 


y = y(v) 
MAN 在 QQ A, 
N 在 Xo E 


y —0 Æ% 上 
y(0) — y?, y(0)= 在 9 内 ， 
满足 V(T) =y'(T) — 0. m 


空间 F 的 额外 信息 的 获取 是 一 个 未 解决 的 问题 
在 第 2.6 节 里 我 们 证 明了 在 维 数 n = 2 的 情形 ， 


(2.158) 


L?(Q) x V' CF, 


此 时 Do =T(2°), T > T(z9), H Q Æ C? 阶 的 . 


3 未 解决 的 问题 .141 . 


当 我 们 考察 下 面 类 型 的 边界 条 件 时 , 我 们 有 一 个 与 定理 2.11 类 似 的 结论 
型 一 TE y x (0,7) E, 
型 —0 Æ (low) x (0,T) E, (2.159) 
y=0  TE(IWNo) x (0,7) E, 


此 处 y 和 To 是 工 的 两 个 非 空 开 子 集 , H y C To. H 


3 未 解决 的 问 SN 
3.1 考察 有 界 区 域 0, 有 正则 边界 T， UMS 


— A$ =0 So AN 


$(x,0) = 6°(z), NN SA 


KS M T) E. 


x i (3.2) 
是 一 个 范 数 ， SS M. LG Sg AG, 定义 了 Hilbert 空间 F. 


我 们 猜测 , F R NS“ EEK, 当然 , 关于 一 个 等 价 的 相近 的 范 数 . m 


(3.1) 


对 了 un (> Ra 


在 (3.2) 中 将 工 换 成 S. 且 对 了 > T(Do) 足够 大 , 仍然 有 同样 问题 . Bl 
我 们 指出 , 在 Dirichlet 型 条 件 的 情形 时 , t BD, 在 (3.1) 中 考察 条 件 
$—0 在 上 (B. T2 — 0) (3.3) 


FF ASR (3.2), 考察 范 数 
( f Gy drdt)'/?, (3.4) 
M 


我 们 得 到 与 T 无 关 的 空间 P (关于 一 个 等 价 的 相近 的 范 数 ); 这 是 因为 , 在 这 种 情形 
F, 我 们 有 F 的 显 式 表 达 式 , F = HiO) x L9). 。 Bg 
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3.2. ”对 于 变 系 数 的 算 子 有 同样 的 问题 , 这 一 次 了 是 固定 的 . 


我 们 考察 
$^ + Ad = 0, 
0 Qo 3.5 
A® = 78a; 03, ^ Qij = Aji, ai(x)56; 2 AGE. p, 


系数 ai; 是 正则 的 (比如 说 在 COQ) P3), 考察 与 (3.1) 中 一 样 的 初始 条 件 , 以 及 

齐 次 边界 条 件 , 这 可 能 有 很 多 的 变化 . 例如 , 取 
ðP 
Ova 
那么 , 对 于 足够 大 的 T, (3.2) 定义 了 一 个 范 数 . EN T 是 固定 的 . 这 些 范 数 
很 有 可 能 是 依赖 于 4 的 (至 少 在 边界 的 附近 , 但 3 3 a 
3.3 在 混合 型 边界 条 件 的 情形 , 若 Dirichlet QN uman 02. 的 两 个 不 相 
交 的 部 分 ， eo ee or 门 不 URI, x 


0o 
—OA 08 Bo =0 在 yk. (3.6) 


是 将 Dirichlet 和 Neumann 换 位 , 那 


3.4 若 我 们 现在 假设 , 我 们 提 Tichet TAS Da Ss ACER, 
那么 我 们 就 有 缺乏 正则 性 的 eos uu GRISVARD, 我 
们 解决 了 n= 2 的 情形 . > 

这 里 所 说 的 一 切 CAS SS 


GRISVARD Me; om 
3.5 对 以 下 es 意义 的 : 


o ÁO E itte D MTAL). (3.7) 
首先 假设 函数 w 6 是 X0, a +8 = 1— 然后 检查 极限 情形 , 那 时 a 和 
B 是 特征 函数 (以 便 我 们 重 正文 时 的 结论 ) 我 人 么 得 到 了 一 些 部 分 结果 , 但 
是 系统 的 研究 还 有 待 完成 . 


3.6 在 本 章 的 框架 下 , 我 们 重新 发 现 了 第 一 章 里 的 未 解决 的 问题 , 因而 , 特别 地 , 发 
现 了 那些 变 系 数 的 情况 和 非 线性 问题 . 


3.7 ”空间 F 的 直接 研究 
为 了 演示 我 们 在 这 里 将 要 磁 到 的 问题 , 为 了 简化 起 见 , 设 
Q 关于 a? 是 严格 星 形 的 ， (3.8) 


因而 
m:v>y>0 TET. (3.9) 


3 ”未 解决 的 问题 | 143 - 
我 们 假设 T 是 固定 的 , 满足 
T >Q 的 直径 . (3.10) 
定义 
= Q 中 的 正则 函数 0, 9? 关于 ( [ sax) ^ 的 完备 化 ， (3.11) 


= EF ( i (8? + (9^2)ax) ^ 的 完备 化 (3.12) 
在 本 章 的 叙述 中 , 我 们 看 出 , 怎样 能 够 框 住 空间 在 此 我 们 证 明 


Fi 8j Fo MSS < ZEE 


为 此 , 我 们 重新 取 (1.40), 我 们 由 此 oe S 
loia + ^P + Ad ay 
< cn?) | |" A Coe! S. f x 


由 此 , 与 定理 1.1 一 样 ， 
o SS «d B ({®|? + |" ?)ax.. (3.14) 


BBA, 设 S 


因而 ] (e£ ipai 由 (3.14), 


f |\VoPn|7dd « C, 
» 


所 以 Bn|s 在 H' (X) PAR. 

因此 , 我 们 可 以 抽取 一 个 子 列 , 仍然 记 为 ©, 使 得 Onjo 在 LE) 中 强 收敛 , 这 
样 一 一 由 Fo 的 定义 一 一 {B09, 61} 在 Fo PIRA. E 

(3.8) 的 作用 在 这 个 结论 里 是 本 质 的 吗 ? (前 面 的 证 明 用 过 它 .) 

事实 上 , 我 们 可 以 考察 量 ( íi (®?)ax)”?, ( [ ((®)? + (8/)?)ax) ^, 而 无 须 对 T 
HULA; 它们 仍然 是 (99,91) 的 函数 空间 上 的 范 数 ， 由 此 仍 可 得 Hilbert 空间 
Fo 和 和 FETA. (3.13) 吗 ? a 
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3.8 ”作用 施加 于 部 分 边界 

在 我 们 的 控制 是 Dirichlet 型 的 作用 的 情形 , 在 作用 仅 施 加 于 部 分 (合适 的 ) 边 
界 时 , RTA (参见 第 一 章 ) 很 自然 地 就 推导 出 了 精确 能 控 性 . 

非常 奇怪 地 (7) 在 Neumann 的 情形 , 乘 子 法 没有 推导 出 同样 的 事情 . 

但 对 于 作用 仅 施 加 于 部 分 边界 的 情形 , HUM 很 容易 就 推出 了 一 个 “抽象 的 ” 结 
ie. 

例如 设 

Xo 一 工 0 X (0, T). (3.15) 


那么 , 与 第 一 章 第 8 节 一 样 , 如 果 


T > 2d(Q, To), D (3.16) 
d. NN 


是 一 个 范 数 , 因而 可 定义 空间 F(T) SS 
那么 HUM 可 以 应 用 , 且 我 们 有 精确 能 QS i 


a we ON | (3.17) 
对 所 有 的 fy， 13) 95, Q, 


量 


" (To). (3.18) 

Fo) — MS E " 
我 们 可 以 指出 , ew? 是 入 国定 的 集合 我 们 有 : 

HUAN) 在 F(Co) 内 的 说 入 是 紧 的 (3.19) 


EKE, Æ (99, 61} 是 HA) x LO) 中 的 有 界 序列 , 相应 的 序列 ©, (或 07) 
在 L®(0, T; H* (Q)) (或 L°(0, T; £7(2))) 中 有 界 , 由 此 nio 落 在 LO) 的 一 个 相对 
紧 集中 , 因而 就 有 , (99,01) 落 在 Fo) 的 一 个 相对 紧 集中 . E 
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S 


1 弹性 方程 组 (1). Dirichlet S S NS 


11 导向 QS oy. a 


我 们 将 考察 弹 MAN 
oy re HS givy SKS Q x (0,T) A, (11) 

A wx S 
Si -y 在 口内 (1.2) 


v TEXo9CX-Trx(0,T) E, 
y= (1.3) 


0 fEXAXo E 


在 (1.1) 中 我 们 考察 各 向 同性 的 情形 ; 入 Al u 都 > 0, 这 是 Lamé 常数 . 
注 1.1 下 面 的 内 容 可 应 用 到 各 向 异性 的 情形 ! 


我 们 研究 系统 (1.1) (1.2) (1.3) 的 精确 能 控 性 . 
我 们 将 应 用 HUM 方法 . 
我 们 将 在 此 处 , 以 简要 的 方式 , 演示 主要 的 结论 . 
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1.2 ASX 
我 们 考察 
9" —pAd—(A+p)graddivé=0 在 @ 内 ， 
$(0) = 99, (0) = $1, (1.4) 
$=0 在 上， 
其 中 
p° e (HG(Q))”, 9! e (L7(Q))”. (1.5) 
ind aa 
用 hy we ? RFF (也 即 用 以 m i=1,- Quer 并 分 部 积分 ， 
就 像 在 数量 DEN. 我 们 得 到 > 
[E [rR S < (1.6) 
其 中 


PS (1.7) 


=e ru 
iki a 8) 
J 


AS 


在 不 等 式 (1. S s } EN 
SS UN VZO | E 


cian fi PR 
与 前 面 的 几 章 aS 
m, = dk 一 Th, T(x"), R(2°), 


a "NE OM. — 
X= (m PAE, Y= PODE 
我 们 指出 
BE = (MV + A + div OF + ld OP) 
不 依赖 于 t: 


E(t) = Eo, Vt € (0,7). (1.8) 
方程 乘 以 6, 我 们 得 到 
| | (4? — (VY! — (A + p) (div 9? = Y, (1.9) 


1 弹性 方程 组 (I). Dirichlet 型 的 作用 . 147 ， 


PU 


我 们 用 mse 乘 以 方程 (1.4)1, 得 到 


X+2 f[[wy - n I: uz p " " Iver 


(+p) [ (div jmn 2€ 


; 
E 


) + (div ¢)*) = 0. (1.10) 


(1.10) 中 最 后 一 个 积分 值 为 
(A + u) .' 3 divd)^am - (A+) S Cw) Re /wo 


我 们 就 得 到 
x5 |SP- uve) +o eres 
—(A + p) n x KS p) CS Jf (div $)? = 0, 


由 此 
See 2 x + A+ ny (divo? 
Se S gO N+ n) (divé)ar 
x( 


=f Oe (w( A+ (A + 2) (div $)’ Jaz. (1.11) 


E 
但 是 , 与 数量 的 情形 一 样 ， 


x « Sty] = 16m LO + oe 


2R(2° ) 
NAT, 


< 2R(z°) sup | IVAO  —,— 


Eo. 


由 此 , (1.11) 给 出 


R(x?) 


= : 2R (2°) 
2 sen p + (A+ u) (div $)*)dP'dt > (T — 2 


) Eo. (1.12) 
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13 HUM 的 应 用 
定理 1.1 给 定 z0, 并 与 第 一 章 一 样 定义 (0), R(z9), AET RA 


2R(x9) 


T > . 
VL 


(1.13) 


那么 ,对 We (LQ), y! € (HA), 存在 we CEE) 使 得 (1.1) (1.2) 
(1.3) 相应 的 解 满足 


y(T) = y'(T) — 0. (1.14) 

oY s 

WEBB ”在 此 , HUM PEP WAL {¢, Y} Wd :用 (1.4) 算出 9, 
然后 用 下 面 的 方程 算出 v SO 


— pA) — (A AO TS S NS NS 


in 


Es ems 


SS Oy $ (0), —%(0)}. (1.16) 
将 v 的 方程 乘 以 à os 那么 我 们 有 


(1.15) 


< 95,93), (49,93) > 

E ad | 

= i an Me ID ga 
GIE Y E L(a) 上 选取 的 值 ) 


= | mua + (A + p)vdiv $[?aX.. (1.17) 
D(z?) ðv | 


但 是 


faa 


pian = 2u( ata f. (div $)^dX,, 
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因为, 在 (0) 上 有 T = SP 因而 (117) 给 出 
< Md, g}, (49,9!) > 
= fL. OGEI + OF IA Su) aiv am 
=A n (uS +A + u3 + = (div $)2)ad 
E(x?) 


>a f 0) (ee $Y + (A + ny div 4)? )d& 


2R(z?) 
D 


因此 , A 是 从 已 = (HHO) x (22(0))" 到 cs IN Lt SMITH HUM. M 
2 弹性 方程 组 (II). Neumann AS S SN 


2 p(T — 


) Eg. 


2.1 “导向 


NS > SS 初始 条 件 是 
(0 


SS P, (2.1) 
其 中 yo 和 As ufi Efi 使 用 过 了 . 
我 们 通过 Ney "n S AR 
dvy-—v FEU £,i=—1,-:-,n, 


v, 最 终 可 能 在 全 部 边界 或 音 JOB. 
为 了 得 到 (2.2) 中 出 现 的 Neumann 条 件 的 形式 , 我 们 指出 向 量 一 pAy 一 (A + 
grad div y 的 第 i 个 分 量 为 


(2.2) 


ð 
iiyaa A (55) - Xa divy (2.3) 
由 此 及 “自然 的 * 分 部 积分 , (2.2) 中 的 算 子 就 出 现 了 . " 


我 们 研究 前 面 这 个 系统 的 精确 能 控 性 问题 . 我 们 不 准备 研究 这 个 问题 的 所 有 方 
面 , 这 会 引出 很 长 的 推导 : 事实 上 , 这 需要 将 第 三 章 里 做 过 的 事 重 做 一 遍 , 同时 要 作 
合适 的 调整 . 我 们 将 局 限于 一 个 简单 的 精确 能 控 性 结论 , 对 NO 加 上 了 非常 严格 几何 
条 件 (Q 是 星 形 的 ). B 
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2.2 ” 变 分 的 框架 


我 们 从 下 面 方程 的 正则 解 $ 出 发 
E TETEE X 5:1) — Ag-div à =0 (2.4) 
满足 
¢(0) = 6°, ¢'(0) = (2.5) 
和 Neumann 条 件 
WE ev, P) 4 andivo — 0 TE X «T x (0, AN t=1,---,n. (2.6) 


我 们 引进 线性 化 了 的 形变 张 量 
=} 09; 


Eij(@ 
Oz; 
j 


在 稳定 的 情形 , 依附 于 y 4)(2.6) 的 us 
a($,9) = | S Reds £ X (2.8) 
Y j}. 


(2.7) 


我 们 引进 


PR (2.9) 
我 们 知道 (参见 SN ies 章 定 理 3.1), (2.9) 意味 


“we 
NS oS Vi, j, (2.10) 
Soke Ua 
也 即 S 
aN CHO (2.11) 
~ . 
因而 系统 的 变 分 框架 为 
(4",9)-Fa(6,9) 2-0, Vee’, 
(2.12) 
n 4? € V, d/(0) = 9! e (LRA). 
E] 
能 量 守恒 
若 记 (我 们 将 alo, d) 写成 a(9)) 


E(t = z (Id (P + a(9))), Eo = ZUP + al), (213) 
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那么 
E(t) = Eg, Vt € [0, T]. (2.14) 
我 们 要 注意 , By? Rv 上 的 一 个 半 范 数 . 实际 上 Eo — 0 SH 9! —0, E 
9? = bo + bi Ax = Mitkas. (2.15) 
E 


完全 是 为 了 注意 到 这 个 刚体 运动 , 我 们 将 下 面 的 不 等 式 使 用 得 更 深 一 点 : 
存在 y > 0 使 得 [vo]? < y(a(d) + I ldr), vé em (2.16) 


(我 们 在 (2.16) Pid [Vo = = yor TE i o 12(0):) WA 
(2.16) 的 证 明 
1) Æ V 中 考察 式 子 SON 
lil = SS dr (2.17) 
这 是 一 个 范 数 . 实际 上 若 lIl¢ ay SO = 
$ = bo +b Ax 且 在 一 ey, 而 bo = 0, b = 0. 
只 要 证 明 , V TER 1) ha Ke MY 它 就 与 (H1(Q))* 上 的 范 
xs 由 此 就 有 (2,16): 
3) umma S EE SPA TA DIAS 和 J.-L. LIONS, 第 三 章 定 理 3.4), 


存在 C>0 使 
a($) > as NN 用 刚体 运动 除 得 的 商 空间 . (2.18) 
Tid RE: DY 序列 , 那么 关于 Va(9) 及 关于 ( | le? ar)!/2 
它 都 是 Cauchy 序列 ; 由 bg .be c R^ x R” 使 得 
$^ + bf + bY Ax FE (A (Q))” 中 收敛 . (2.19) 
但 是 , gs|r 在 (LTY 中 收敛 . 因而 , 与 (2.19) 对 比 
C8 十 好 和 zjjr 在 (10T) PiS. 
因而 好 ,好 收敛 , 结论 得 证 . B 
能 量 的 均 分 
在 (2.12) FR $ = o, 得 到 


T 
[ WP- aa — v, (2.20) 
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其 中 
Y=(¢'(),4@)lo- (2.21) 


2.3 ”一 个 不 等 式 

Wb 加 和 ot 均 充 分 正则 , 使 得 下 面 的 分 部 积分 都 有 意义 . 在 这 一 点 上 不 会 有 任 
何 困难 

我 们 引进 mw(z) = 2 — 29, H ms 20 È Q4). 我 们 记 


= (fm S (2.22) 


TERI 人 $a 
«Jf — meg 0， 
或 进一步 
x- ff "S Se SS ) + 2ueu(9)eu (9) 
NU Sco 
X +5 off ig’ ak SN p)? + + ff 2ueis (9)e5 (9) + A(div $)? 


- [ E OP - 205309559) — Xdiv dax: = 0, (2.23) 


或 进一步 
T 
xy veg [| (WOP+ eg 
mv mv ,, 
+ ji y Queis (4)eu (9) + A(div $)°)d5 = 人 -z 4 dX. (2.24) 


我 们 做 假设 
Q 是 星 形 的 . (2.25) 
我 们 取 2°, 满足 Q 关于 这 个 点 是 星 形 的 . 
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那么 mv > 0 在 下 上 成 立 , 且 我 们 由 (2.24) 推 得 
TE, <|X+"=*y|+5R(0°) 人 WPaz (2.26) 


H 
pi bd V. KOMORNIK [1] 中 的 方法 (参见 第 三 章 ), 合适 地 调整 一 下 , 并 利用 


(t) = (9 (8), m e LA * o(t)), (2.27) 
这 样 就 有 


|X + niy] < |g(7)| A & (2.28) 


但 是 OD 
I£(t)] < PILAR + lg, DEN (2.29) 
Mito 要 在 后 面 选取 ， NÉ SS S 


我 们 有 : ‘> 
ma E + 2 Lo I LESS As | ms OPa 
me Oplt) z n“ —1 


E 人 
x. | d 


其 中 | 
NS eS \o(t) Par (2.30) 


利用 (2.16), 我 们 推 得 


e(t) | 
CETERI 


2 — p(t)? < 4RGPy'a(4()) — J (2.31) 


+H RQ”) 二 adum 


[mk 


我 们 选取 a, 使 得 a = D 因而 a = R(a?)./. 
那么 


i£ REVIEW OP + 5a) — BO 232) 


Ren 


a HIRE) f J 
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但 是 , Æ 9,9 € L7(0,T), RIA: 


llgllze (or) < Ci (llgllza (o, s l9" lla (o ) ^^. (2.33) 
因此 
sup f(t) < C? | (Jo? + Wh)arat (2.34) 
t€(0,T) x 
取 = 
Os = LE + Re), (2.35) 
2 


由 (2.32) 推 得 


m - 12 , 
I&()) < RQ) V7E E aren 5 (0f * e MP)x. Q6 
由 此 , (2.28) 给 出 SS ss 
Bes ay < 2R(x°)./7Eo — ERAN est Re (2.37) 
soma dite" SS 


在 (2.26) ies (2. S 


S HAV Kr F 2) Fy Ie? |" 


SAN E (A Ree »f |o 2x. (2.38) 
我 们 因而 得 到 


定理 2.1 EQ XT 形 的 . ik y X (2.16) 中 的 (最 优 的 ) 常数 . KT 
给 定 , 满足 


(信友 (2.39) 

那么 存在 常数 C2 使 得 
lé Mars qas + le*r € C [use + |g’ P)dDde. (2.40) 
a 


iE 2.1 (2.39) 中 的 常数 2R(0°) /7 不 必 是 最 优 的 ， 例 如 我 们 有 : 对 所 有 的 
k > 0, 存在 y(k), 使 得 


[Vo]? <Y(b(a( 的 十 [ lgl2dT) (2.41) 
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((2.16) 的 一 个 变化 , 当然 用 同样 的 办 法 证 明 ). 那么 定理 2.1 成 立 , 如 果 
T > 2R(x9) /4(k), | (2.42) 


但 是 , inf Vy(k) 的 值 是 不 清楚 的 (我 们 不 能 令 k pag +00 而 不 改变 空间 !). " 


注 2.2 RTE (2.40) 中 , 用 到 了 中 间 项 shan gl? 当然 n> 1.n=1 相 
应 于 与 波动 方程 的 情形 , 已 经 研究 过 了 . | 


2.4 HUM 的 应 用 


我 们 将 证 明 SS 
定理 2.2 ”假设 我 们 处 于 定理 2.1 MNA. E 满足 


y? e (2 (0))" , AS A (2.43) 


S TL NN (2.44) 


使 得 相应 的 解 满足 E NI 和 
SS NS S (2.45) 


it 2.3 2a M 中 y! 的 空间 和 (2.44) 中 的 空间 不 


存在 控制 v= {v;}, 


是 广义 函数 空间 Hu 
证 明 
D 9 0 a 我 们 记 
Ie, HHL = ( J (I9? + |" ?)arae)/? (2.46) 
x 
并 记 P 是 关于 这 个 范 数 的 完备 化 空间 (事实 上 , 由 (2.40) 它 确实 是 个 范 数 , YT > 
2R(x°)./7 时 ), 我 们 有 | 
F c (^ (Q)* x (2(0))", (2.47) 
因而 
Fo(moy x (AO). (2.48) 
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2) 我 们 用 通常 的 办 法 定义 A. 若 要 写 出 来 , 我 们 就 得 到 |: 
$" — pAg — (A + u)grad div = 0, 


p" m LAY = (A 十 p)grad divy = 0, 


$(0) = 4^, 8(0) = 9^, Y(T) = v'(T) = 0, (2.49) 
(Pty, 361) + Avidivd = 0 | Tt EE, 
2 人. 
w See + vj SEL) + divi = ($i — 5 2) ELE 


Ot? 


我 们 着 重 指出 , 在 (2.49) P, v — 那么 , 若 MH, g} = 
{4 (0), —9(0)), RITE 


TEA A (2.50) 


这 样 一 来 , A EM FAF eae 


ABA, 设 y°, yt 满足 (2.43). {yt € Qe 
TRE RD 


因此 , 我 们 能 够 求解 方 NS 
AN j SW QN (2.51) 
FEEKS, ~ 
3 TA ow 

SK 


3.1 ”问题 的 框架 


设 9 是 有 界 区 域 ÁN HME T > 0. 
我 们 考察 系统 , 其 状态 y 二 yla, t) 满足 


y'-A*y-0 在 8@=Qx(0,7T) 内 . (3.1) 


假设 , 我 们 对 系统 施加 影响 是 在 边界 X: — T x (0, 上 借助 于 函数 .( 控 制 ) v = 
v(z, 台 ,以 下 面 的 方式 进行 的 
y=0, Yar 在 xL. (3.2) 
此 外 , 设 有 初始 值 


y(z,0) = y"(z), y(z,0) =y (2) 在 QQ 内. (3.3) 
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我 们 研究 系统 (3.1) (3.2) (3.3) 的 精确 能 控 性 , 也 就 是 说 , 下 面 的 问题 : 
WT > 0 给 定 , 我 们 能 否 对 所 有 落 在 某 个 “合适 的 空间 ”的 初始 值 {y.y}, 1X 
到 控制 v, 使 得 车 y = y(v) 是 问题 (3.1)(3.2)(3.3) 的 解 , 我 们 就 有 


y(z,T;v)- y(z,T;v) -0 在 9 内 . (3.4) 


注 3.1 ”被 考察 的 系统 (3.1) (3.2) (3.3), 适用 于 第 二 章 中 研究 过 的 一 般 的 框架 . 
事实 上 ， 只 要 记 
A= A?, B, = 恒 等 映 射 ，B。 = A 
在 这 种 情形 下 , 那些 余 算 子 是 : 
Ci = Co =A. 
在 (3.2) 的 边界 条 件 中 , 我 们 设置 了 约束 在 ws 因而 , 我 们 作用 于 系统 
的 唯一 的 方式 , 是 通过 算 子 Bz. 


事实 上 ， ib e" SS E 控 性 


9o—0 


我 们 特别 考察 情形 2o = 2(z0 p» aw HBA) ait 


JT a 
i32 A (3.1) NUN. 35 Pu IME Potrowsky 意义 下 
具有 适 定性 的 系统 . 
系统 不 是 双 曲 型 的 我 人 ANSA —— 
内 的 ; 因为 这 村 Reece 结论 , 需要 额外 的 推导 (参考 
E. 20A20A RS Bi 
注 3.3 JEn SS od 2)(3.3) 以 一 种 非常 简单 的 形式 , 成 为 
振动 平板 2 A Sogn, 参考 S. TIMOSHENKO, D. H. YOUNG 和 


W. WEAVER Jr.[1], cmn 情形 的 精确 能 控 性 , 参考 J. LAGNESE 
和 J.-L. LIONS [1]). 

在 后 面 的 几 节 里 , 我 们 介绍 一 些 预备 结论 . 这 些 结论 继而 能 在 3.7 节 建 立 精 确 能 
控 性 结论 . 


3.2 ”一 些 回忆 
在 这 一 节 , 我 们 关心 下 面 的 问题 
b+A2= f 在 Q Hi, 
=> = ESE (3.5) 


6(0)—69,0(0 —0 在 Q 内 .。… 
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引 理 3.1 (a) RO 是 有 界 区 域 , WRT 是 Lipschitz 的 . 
那么 , 对 所 有 的 (09,03, f) € H2(Q) x LQ) x L1(0, T; L?(Q)), (3.5) 存在 唯一 的 
fi 0 = O(2,t), 满足 
0 € C(0, T; H2(Q)) n C! (0, T; L7(Q)). (3.6) 
此 外 , 存在 常数 C > 0, 使 得 
上 lz=ozr;aso) + Olego rza) 入 CUA6 + 0H + Flora) 3.7) 
V{0°, 6", f} e He(Q) x L?(Q) x £1(0, T; L7(Q)). 
(b) 现在 , 我 们 设 工 是 C9 阶 的 . 
那么 , 对 所 有 的 {0°, 01, f} e (H? n H2(Q)) x 本 (ONx L'(0,T; H1(Q)) , ir 0 = 
0(z,t) 满足 
6€C(0,T; H? N HZ(Q)) N SS (3.8) 


此 外 , 存在 常数 C > 0, 使 得 eS 


——— 0,T;Hl SS 

< C(I llanera tO X ); 
v(0,0!, f) “A 9 (2) T LAS ; Hg (Q2). (3.9) 
B 


现在 ， AME 
SS ns 

led fx E, (3.10) 

S $(0-9! 在 Q A. 


前 面 的 结论 可 以 应 用 到 这 种 情形 下 , 因而 , 对 所 有 的 (99,0! < HH (2) x L*(Q), 
存在 唯一 的 解 © = G(x, t), 满足 9 e C(0,T; H2(Q)) n C1 (0, T; L2 (Q)). 
此 外 , 由 下 面 的 式 子 
o" = —A76 在 Q 内 
我 们 推出 
$ c C?(0, T; H ?(Q)). 
现在 , 我 们 考察 与 系统 (3.10) 相应 的 能 量 E(t), 其 定义 为 : 
H(t) = z (AQ)? +10)? =3 [wax (2, t)|? 4-8 (æ, dz, vt € (0,7). (3.11) 


我 们 有 下 面 经 典 的 结论 : 
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引 理 3.2 (能 量 守恒 定律 ) RO LAK RIM, 边界 是 Lipschitz 89. 对 问题 
(3.10) 的 所 有 弱 解 ©, 沿 着 轨道 能 量 保持 为 常数 , 也 即 
E(t) = Eo = ; (AP +1812), Vee [0, T]. (3.12) 
国 
注 3.4 前 面 的 结论 是 标准 的 , 它 能 够 借助 于 第 一 章 中 介绍 的 三 种 方法 来 证 明 ， 
也 就 是 说 
Fourier 方法 . 
Hille-Yosida 的 理论 . 
一 一 变 分 理论 , 参见 J.-L. LIONS [11] 和 J.-L. LIQNS E. MAGENES [1]. M 


$35 40 ÆR 中 的 有 界 凸 区 域 时 ， < un T 的 正则 


性 条 件 ) 


BF A? 定义 了 一 个 从 Hn (3.13) 


(参见 P. GRISVARD[I]). SEN we 
-由 (3.13), 引 理 3.1 的 (b HS SH (3.8) 的 函数 类 
FA) 可 推广 到 这 种 情形 . aoe 计 , 以 便 得 到 在 IR? 中 的 


有 界 凸 区 域内 的 精确 能 Ei 
3.3 ”一 个 恒等式 EQ NS 和 
这 一 节 的 目标 re NS 10) 一 一 的 弱 解 , 建立 一 个 恒 等 
A, 它 进 而 允 访 我 Der 估计 . 
引 理 3. Sis NA ut rx Cs 阶 的 . 设 (q = g(zk)) 是 


一 向 量 场 , 满足 g Le cine d 
2: )nC(0,T; L^(Q)) (3.14) 


满足 方程 (3.5)， act 


1 8b(t 1 /8 
3 f qua] AAE -( (5), S p +5 En —|Aó|?)dzdt (3.15) 
x 


9 
+2 s bay? pied + J Aa. Added 


«f f dk x ind | 
Q Oxk 


证 明 ”我 们 首先 对 强 解 9 的 情形 建立 恒等式 , 也 即 , ft 0 € C(O, T; H?0H2(0))n 
C' (0, T; HE(Q)), 它 相 应 的 初始 值 为 {09,01, f) © (H? NH8(9)) x (90) x L1(0,7T; 
Hg (9)). 我 们 接着 应 用 极限 过 渡 . 
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用 g2 一 RN 程 (3.5), 并 在 Q 上 积分 ; 这 样 可 得 


00 | o 00 
由 分 部 积分 公式 , 我 们 有 


I 0x deat = (00), 752) 


i= is 0' gx 3 dzdb 
我 们 注意 到 
0quz—dadt = 7 | q&z— 9' 'dxdt, 
i IK gz- drdt JUS (I9^|?)dzat = S =—|0 | 


其 中 , 用 到 在 上 09 =0. 
从 (3.17) 和 (3.18), 可 得 


9" 3 dadt = = (0'(t), ES SS us NN 


NM A0 = (Ka x oe 2 (zr 


其 中 ， > 上 AN Bn NS 
d 入 < 076 joe 
AS A ^ DE. Jarð; * T ar, 
及 SN 


ð S 2 ð 070 0? 
Ov 5, Fe, OX’ om) = OXk "di OvOxk as OvOzk fex. 


因而 
oð 00 Oar 0°68 
A*6q,——dadt = n! Adw Ab 一 一 
人 um iis E de^ Oxk CN OTkOT; 
OA 070 
我 们 提请 注意 
OA0 
v 1.5 (OP)drdt 
Q Ox, 


一 一 Jz, Afl dzdt + = : ;| qkvx|A0|*dX, 


(3.16) 


(3.19) 


(3.20) 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


(3.24) 
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将 (3.23) 与 (3.24) 组 合 , 得 到 


00 00 Dak 076 1 Ogx 
2 — —————4 — o — m 2 
Ls Oak TUR dadt - f. (Aq.A05— + ETA mz; 320m. |A0|^)dzdt (3.25) 


s ae d% 十 一 ; | sacras. 


此 外 , 由 于 0e HRO), 我 们 有 


020 — ?9 820 a 
Avda, 0v2 * (dass UL, (3.26) 


由 此 


-f qx A0 nan dX +5 f arlan AS Prats (3.27) 


从 (3.16) (3.19)(3.25) 和 (3.27), 可 得 到 i m 


注 3.6 ”为 了 得 到 (3.15) MEN i S SOME 用 奇数 次 的 
导数 的 乘 子 . 在 本 节 , 我 们 用 了 een 加 

注 3.7 YOV NAS 仍然 成 立 . E 
3.4 正 向 不 等 式 


eee XS 
定理 3 界 工 是 03 类 的 ， MA, 存在 常数 
C > 0, ET Wen 
Ky « JEN TESTER. (3.28) 
> " 
证 明 ”由 第 一 章 的 引 于 3.2, 我 们 知道 , 存在 问 量 场 he (Co? (R"))", 满足 
h.v —hyvg 2y 50 FET E. 
我 们 在 (3.15) 中 , 取 q = h, 容易 得 到 
六 AsPaz «CUI rao +err (3.29) 
ES IH ller; zzy ll o (0,72 (0): 


其 中 C = C(l[Alw. (9). 
将 (3.29) 与 引 理 3.1 的 (3.7) AS, 我 们 就 得 到 要 证 的 结论 . 
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推论 3.1 ( 正 向 不 等 式 ) HÈR 中 的 有 界 区 域 , 边界 工 是 C3 类 的 . Mz, 
存在 常数 C > 0, 使 得 对 问题 (3.10) 的 所 有 弱 解 © = G(x, t), 我 们 有 


[ |A| d} < C Ep. (3.30) 


证 明 ”只 需要 在 估计 式 (3.28) 中 , HC f= 0. 
注 3.8 FEO R? 中 的 有 界 凸 区 域 时 , 这 些 结论 仍然 成 立 . 
注 3.9 ”从 不 等 式 (3.28), 我 们 可 推出 对 (1.5) 的 所 有 弱 解 , 我 们 有 


A9 c L?(X)). 


这 是 一 个 关于 弱 解 的 正则 性 的 额外 结论 ， 
0" + A20 = f, NM 4 > 
fenD(0,T; Z2(Q SN 


0 € C(0,T; RSEN (0, T; 
我 们 知道 Ads 是 定义 为 取 值 1/2) uai SEEN 


u— NL 
Cane rere e LAT) 


此 外 , ARG ~ 技巧 , 我 们 能 够 证 明 , 当 
CD ACT BO) 

时 , 也 即 SS 

g 


f = dt’ ge L'(0,T; HZ(Q)), 
IBA, (3.5) 的 取 6° = 61 = 0 的 解 9 = O(a, t), 满足 


{0(T), 0'(T)} e Ho(Q) x L?(Q) 


Ad|s € L^(31); 


并 且 
映射 g  (6(7), 9 (T), Ablz} 是 


从 L1(0,T; H2(Q)) > H2(Q) x L2(Q) x L2(x) 的 连续 映射 B 
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3.5 ” 带 有 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 的 解 的 存在 性 和 正则 性 
在 这 一 节 中 , 我 们 将 研究 下 面 的 问题 的 解 的 存在 性 和 正则 性 


z" + A?z — 0 在 Q 内 ， 
z(0) = 29, 2/(0) — 22. YE Q W, (3.31) 
2=0, OF NN 在 L. 

Ov 


定理 3.2 E Q X Rh HAREM, WHET Æ C3 类 的 . 那么 ,对 所 有 的 初始 
值 和 边界 条 件 集合 
{z°, 21, v} e L?(Q) x H7?(Q) x L*(3) (3.32) 


(3.31) 存在 唯一 的 解 2, 满足 


z € C(0,T; L*(Q))n SESS iss 
此 外 , 存在 常数 C > 0, 使 得 SN E Q 
llzllz-°(0,7;22(ay) + liz pi T;H- NS H- ce ellc). (3.3 


4) 
V(29,2!,v) e L"(Q) x H^? LS 
E 


注 3.10 ”由 于 2 S X z(0) — 


2°, 2'(0) = 2! PUR HARIR = zi, 我们 可 得 到 同样 的 结论 . 
Ri, ~ peang z ps 种 意义 下 满足 方程 (3.31). 
的 方 l TER = z(z,t) 是 (3.31) 的 解 , Æ 


h z f dx dt ne A 一 1 vA0dX, Vf ec D(Q), (3.35) 
Q 2 M 
其 中 9 = 9(z,t) 是 转 置 问题 
gi EE A?0 = = f 在 Q A, 
e(T)—0'(T)—0 在 Q 内 ， (3.36) 
02 >= Æ X E, 
Hid <- > 为 空间 五 -2(Q) 和 H2(Q) 之 间 的 对 偶 积 . 


定理 3.2 的 证 明 
1) 记 L(f) 为 (3.35) 的 第 二 项 , 也 就 是 说 


L(f) =< z,0(0) > -| 2°6'(0)dax 一 i vAbdS, (3.37) 
Q 5 
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其 中 记 9 (3.36) 相应 于 f 的 解 . 
由 前 面 的 结论 (参见 引 理 3.1 和 定理 3.1), 线性 形式 L(f) 在 L1(0,T; L2(9)) 上 
是 连续 的 , 因而 存在 一 个 唯一 的 元 素 z, 满足 


z € L™(0,T; L?(Q)) (3.38) 


li zfdxdt = L(f), Vf e L'(0,T;L7(Q)). (3.39) 
Q 


因而 我 们 即 有 (与 (3.35) 比较 ) 满足 (3.37) 的 问题 的 ( 弱 ) 解 z 的 存在 唯一 性 . 
此 外 ， 


PRET (29, 21,0} 一 z 是 从 


L?(Q) i H-2(9) x L4(E) 一 brig RQ RO (3.40) 


2) 假设 证 明了 下 面 的 性 质 
对 于 一 个 在 L2(0) x H-2(Q) ease SN Tm 
Q 


相应 的 解 z 从 [0, T] 一 2EC 2(Q)). 
ABA, 利用 连续 性 延 折 ee een | 
MN (3.42) 
为 了 证 明 (3.4 SN。 z0 和 zl 为 非常 光滑 的 , 例如 
x So ore x D(Q), (3.43) 


其 中 DQ) 是 coo pr 内 具有 紧 支 撑 集 . 
我 们 另外 取 AA 
v € D((0, T); C? (D)), (3.44) 


也 就 是 说 , 一 个 上 的 C% 函数 v, 取 值 在 C? (D) 中 ,在 t=0 Mt =T ENR. (F 
面 将 出 现 的 一 个 (小 的 ) 技术 困难 , 我 们 如 果 能 取 v € D((0, 7); C4(D)), 也 即 如 果 工 
是 C^ 阶 的 , 就 可 以 避免 这 个 困难 ). 
我 们 构造 一 个 提升 0, 使 得 
ô : D((0, T); H? n Hà (Q)), (3.45) 


OV o eS i 
Ov 


u-z-—ó (3.46) 
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满足 
ul + Au = —(0" + A?) = F TE Q A, 
u(0) = 29, u/(0) = zt TE OW, (3.47) 
其 中 F, 特别 地 , 满足 
Fe L(0,T;H~*(Q)). (3.48) 
由 (3.45)(3.46), 只 要 证 明 
u € O(0,T; L?(Q)), (3.49) 
但 是 , 事实 上 , 我 们 有 
u € C(0,T; Hi (Q)). (3.50) 


为 了 证 明 (3.50), TULYOR— Ht Qe e 
A = {A: 并 带 有 Dirichlet 型 边界 条 件 } ADN N (9 E e L(A} 


并 用 Aw, a > 0 5 (3.47) M 
3x we “FW Co 
如 果 取 a = -, 那 
SM p SC (3.52) 
并 由 此 推出 Ss SM <x 
ME r QR )nci(o,T; H~*(Q)). (3.53) 
BEANS 


QUA E S (3.51) 


3) 我 们 还 需要 i 
z € C1(0,T; H~?(Q)). (3.54) 
更 精确 地 
z! € L*(0,T; H~?(Q)) (3.55) 
以 及 估计 式 


BEES (29, 21, v) — Zz/ 是 从 


LQ) x H-(Q) x L2(X) > L*(0, T; 有 -1(O)) 的 连续 映射 (356) 
事实 上 , (3.55)(3.56) 证 好 后 , 用 上 面 的 步骤 就 立即 可 得 (3.54). 
如 果 记 
tasgew™,7T: RO), - (3.57) 


dt 
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其 中 
g € L*(0,T; H3(Q)), (3.58) 
FILE 3.9, 我 们 有 
IA6(0)] + |6(0)| + lIA0]l rs < Cligllz1,7,22(a)); (3.59) 


其 中 0 = 0(z,t) i829 (3.36) 与 了 = So 相应 的 解 ， C > 0 是 与 9 无 关 的 常数 ， 


因此 , 线性 形式 L(f) 同样 也 在 W140, T; H2(0)) 上 连续 , 因而 问题 的 解 > 属 
T. 


| z € (W- (0, T; He(Q))) = W (0, R; H ^?(Q)). (3.60) 
此 外 , 我 们 有 估计 式 (3.56), Nene s SAN 图 
注 3.11 4ORR? 中 的 有 界 凸 区 域 论 B 
在 这 种 情形 下 , 在 证 明 (3.41) D x: SS ' € D()), 
以 及 边界 条 件 


(3.61) 


那么 我 们 能 够 提升 v < 


Sis - 
因而 ， ahs ES S F € L!(0,T; H(Q)), FHE, 在 
(3.51) PFR a = 1, Ee" 


ù € S L4(Q)) NC (0, T; H7?(Q)). (3.63) 


3.6 ”唯一 性 定理 . 反 向 不 等 式 


我 们 在 第 二 章 中 已 经 证 明了 , 我 们 得 到 一 个 唯一 性 定理 , 就 意味 着 我 们 得 到 一 
个 精确 能 控 性 的 结论 . 

本 节 的 目的 是 ， 建立 一 个 先 验 估计 一 一 反 向 不 等 式 , 它 同 时 能 得 到 一 个 唯一 
性 定理 , 更 不 用 说 得 到 一 个 精确 能 控 性 定理 ， 并 对 可 控 的 初始 值 空间 取得 额外 的 
信息 E 

还 是 采用 前 面 几 章 的 记号 . 

Bt 2° € R”, K m(z) =z- x. 
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我 们 定义 系统 侧 边界 X 的 一 个 分 划 如 下 : 


T(x?) = {zETlm(z) - v(x) =mpk(z)zk(z) > OF, 


(3.64) 
T, (2°) = (x € |m(z) - v(x) < 0) =T\T(2*) 
以 及 
2(z0) =T(2°) x (0,7), (3.65) 
X, (2°) = D. (29) x (0,7). i 
此 外 , 我 们 引进 
R(x?) = max [m(z)] = = max) “ou ote (3.66) 


以 及 AS = 下面 问题 的 第 一 个 特征 值 


Q 
SM 和 AN gen 


特征 值 X3. 可 刻画 成 8 ax 
Oe — {0} SS 
因此 , 我 们 有 SS NW: 
D OM Dene 


本 节 主 要 绪论 如 下 . 和 人 
定理 3.8 (RARS) EX È R 中 的 有 界 区 域 , HART 是 C? 阶 的 . 
那么 , 对 人 > T(z0) eR 及 齐 次 问题 (3.10) 所 有 的 弱 解 更 = (s, t), FB 
的 不 等 式 成 立 


0 R(x?) 2 
(T - TG9)E, < 55 [ NI (3.69) 


(3.68) 


= 
作为 这 个 定理 的 直接 结果 , 我 们 有 


推论 3.2 (唯一 性 定理 ) ”在 定理 3.3 的 条 件 下 , 若 齐 次 问题 (3.10) 55H o = 
P(x, t) 满足 | 
Ab=0 Æ E(x) E 


MA =O. ` E 
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注 3.12 ”这 个 唯一 性 结论 在 J-L. LIONS] 中 给 出 , 它 似乎 是 新 型 的 ， 它 不 
是 Holmgren 定理 的 结果 也 不 是 经 典 的 唯一 延 拓 原理 的 结果 , 唯一 延 拓 原理 要 求 得 
更 多 : 
PAM us 


这 些 问 题 将 在 3.9 节 un 在 E. ZUAZUA 的 附录 1 中 将 证 明 , 事实 上 ， 
推论 3.2 的 唯一 性 结论 对 所 有 的 T > 0 均 成 立 . 这 允许 对 所 有 的 T > 0, 得 到 (3.69) 
形式 的 估计 式 . 

推论 3.2 的 唯一 性 结论 提出 了 非常 多 的 问题 , 它们 似乎 是 未 解决 的 问题 , 而 且 有 
意义 . E D 是 下 面 问题 的 解 


à". A?*b—0 在 Q x (0， < 
且 满 足 三 个 齐 次 边界 条 件 (构造 它们 的 算 子 SR — FED Et 
5 DNE IMB TRUE, 何 ee 
Fe s s 45 


”例如 , ERITH Ad = 0 在 x(a?) 
SR 3], (4] 解决 . 它们 证 
i i dios 0, Vz € D), 对 所 有 的 
的 


SRA S = 0? 
一 种 特殊 的 情形 已 经 被 T. 

明了 , 当 ORF a? Be RY EB, ( 

T > 0, 唯一 性 定理 成 立 . e s BS l E 
定理 3.3 的 证 S X q—m-—z-a9EÀ&f-0 - 
因而 , 我 们 Oe 

| Qos |A®|?daxdt 


me AS mE = IA |2d5;, (3.70) 


X = (9/(), m, Oye (3.71) 
Tk 
ig 
Y= f (je? — |A&[?)azat, (3.72) 
Q 
我 们 有 
引 理 3.4 对 (3.10) 的 所 有 弱 解 o, 我 们 有 


Y = (®' (t), D). (3.73) 
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3|38 3.4 的 证 明 我们 用 更 乘 方程 (3.10), 并 在 Q 上 积分 , 我 们 得 到 
| (9" + A^$)6dzdt = 一 I |p| dzdt + (9'(t), 9(2))]5 + | |A| dzdt = 0, 
Q Q Q 
由 此 得 结论 . 
在 (3.70) 中 , 我 们 利用 


3 f qw- jaspaza +2 f |A&|*dadt 
2 JQ Q 


= n= e [ase acar+ | (oh + |AoP)deae 
Q Q 


= "= G(),9 (0) + 2T Eo, D 


借助 了 (3.73) 和 能 量 守恒 定律 SS 


因而 我 们 得 到 QS 
2T By + (9' (), mes TL p SR RS (3.74) 


为 了 得 到 (3.69), 只 PES 
这 可 从 下 面 的 不 等 WS Q Se 

CORO? WE AZ, wer. — (9 
我 们 来 证 明 这 个 处 S 


FH Cauchy-Sch ES ,我 们 有 
AEN i^m 
R(x °) / n —2 2 
S 2o I9 Olt Rao 3E m22 (DF. (3.76) 
为 外 
a (D+ OP -m moe C eue ern 


(n - 2m O] &(t)). 
此 外 
(mx — (6), 8) = 了 人 mex AU ()P)de = FH. (3.78) 
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联合 (3.77) 和 (3.78), 我 们 推 得 


POOP sma (OP «(E27 — 0 Pysqe 


Shima Fe (OF < REPE 


E y 


(由 (3.68) < |AS)’. (3.79) 


最 后 , 由 (3.76) 和 (3.79), 我 们 推 得 (3.75), 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . a 
Ìt 3.13 Æ J.-L. LIONS[3j 中 对 T > T(x) 证 明了 这 个 定理 , 其 中 


T (x?) = T(z?) 十 pr = 


其 中 u 记 为 在 O PRANI Dirichlet WH aK SEL 
前 面 的 改善 由 V. KOMORNIK 得 到 , 他 s (3. ne 
1E E. ZUAZUA 的 附录 1 rb, 我 eer s B 
$3.14 当 Q 是 R? 中 SR AS : 


3.7 ”一些 精确 能 控 性 结论 
ar Se 
定理 3.4 eS Oa 界 工 是 03 阶 的 . Hae ER" A 

T > T(z). S 
那么 ， ON NS 

S MM LQ) x HAQ - (3.80) 


存在 控制 ~ 
v € L*(X(a9)) (3.81) 


使 得 系统 (3.1)(3.2)(3.3) 的 解 y = y(v), 满足 (3.4). 5 


证 明 ”我 们 应 用 HUM. 
| 我 们 首先 求解 齐 次 方程 组 (3.10), 也 即 


à. A26 =0 在 Q 内 ， 
ta tai zx 
Ov 


6(0)= 69, 6/0) = 6! 在 Q 内 ， 
其 中 初始 条 件 6°, o! e DQ). 
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由 推论 3.1, 我 们 特别 地 有 ， 
Ao € L?(X(a9)) 
并 有 估计 式 (3.30). 
我 们 接着 考察 反 向 问题 
V" + A^ =0 在 Q A, 
wT) =p (T)=0 QA, 


Op — A® 在 2(z0) E, 
ar  |g 在 ~ 


由 定理 3.2 我 们 推出 问题 (3.82) — ffe qM 


V €0(0,7;17(0 nA E RA 
— n" apis 


«AG QU Xo Pax. 
我 们 接着 构造 SS Q) 按 下 面 范 数 的 完备 化 


SS we — 
由 估计 式 340) D RR 
S es H2() x £2(0). 


由 (3.30) 得 出 , A 定 F 到 r 的 一 个 同 构 . 我 们 显然 有 
F' = H? (Q) x P?(Q). 
由 HUM, 我 们 推出 满足 下 式 的 初始 值 (y^, —y°} 的 精确 能 控 性 
{ -y"} e H~*(Q) x P(Q) = 
控制 ve 22(2(zo)) 由 下 式 给 出 
v=A® F X(x?) E, 
其 中 更 记 为 (3.10) 与 (99,9!) e H2(Q) x L?(0) 相应 的 解 , 满足 


. A(89, 9! = (y!, —y°}. 


它 满足 


"171. 


(3.82) 


(3.83) 


(3.84) 


(3.85) 


(3.86) 


(3.87) 


(3.88) 
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注 3.15 当 Q 是 m? 中 的 有 界 凸 区 域 时 , 关于 精确 能 控 性 的 定理 3.7 仍然 成 
3L. H 


我 们 同样 能 够 给 出 其 他 的 精确 能 控 性 结论 , 这 相应 于 选取 其 他 的 范 数 | z. 
我 们 首先 给 出 一 个 例子 , 其 中 我 们 考察 一 个 更 强 的 范 数 . 我 们 记 


| (95,9 5] = AP’ 222420); (3.89) 
由 这 样 的 选取 , 我 们 得 到 下 面 的 结论 . 


定理 3.5 设 Q X R^ 中 的 有 界 区 域 , HART X C5 阶 的 . 设 29 ER" A 
意 的 点 , FHT > T(a?). 


那么 ,对 所 有 的 初始 什 D 


(9, y!) e H7?(9) x SAN MEY (3.90) 
存在 控制 a 
vc(H WS ANS Q (3.91) 


使 得 系统 (3.1)(3.2)(3.3) 的 解 SS Æ Ry NS 
证 明 ”我 们 重新 应 


我 们 首先 求解 齐 次 SS 
MES 在 Q 内 ， 
oN as 
AN $! fro " 
其 中 , 正则 初始 值 Yo A — x D(Q). 


我 们 指出 , 由 (3.84) WA Ille, 与 下 面 的 范 数 等 价 
(JA? 6°)? + |A 1 [2)1/2, (3.92) 


这 个 事实 的 证 明 , 与 我 们 在 第 一 章 定理 6.2 中 的 证 明 类 似 . 事实 上 RINE = D 
为 下 面 问题 的 解 
E! + A26 — 0 在 QW, 
= <0 fx, 
yY 
£(0) = t, &(0) = 一 人 20. 
显然 , 我 们 有 HE, 1s = lAtlreaa, 由 估计 式 (3.30) 和 (3.69), 我 们 看 
到 , | 更 0, 9] p 与 (9, —A26°} 在 HEN) x LO) 中 的 范 数 等 价 . 
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由 此 , 以 及 0 是 C4 阶 正则 的 , 在 这 种 情况 下 , (Ce (On H2(0)) x DQ) 关于 范 
数 || lle 的 完备 化 空间 为 


F = (H*n H&(Q)) x H(Q), (3.93) 
因而 
F' = (H*n H&(Q)) x H-*(Q). (3.94) 
我 们 接着 定义 反 向 问题 
V" + A^ =0 在 QA, 


Y(T) = y'(T) =0 TE QW, 


V —0 22. (3.95) 
(A 
z(t" em 


(a) 


mae 空间 HO 

ea 使 得 

< LAMP) w >= 2T (9) (3.96) 

问题 的 解 世 一 x AS Sa [参见 下 面 的 注 
3.16); 这 涉及 的 是 天 个 S 

SO SANG) (rte rien (3.97) 


现在 我 们 


我 们 指出 , 导数 SAN) ey ai 


L?(T(2?))) 和 (1 (0, 7; res GAS 
ð 
Vw"c H, 


SS {v'(0), —(0)), (3.98) 


它 满足 AN 
< HA, È+}, (05, 91] >= AGF 2(54(20))- : (3.99) 


因此 , A 定义 了 一 个 从 (HEN He(Q)) x He(Q) 到 (HEN H2(0)) x H-?(Q) 的 
同 构 . 
对 所 有 的 (y9,uy!) © H-Q) x (H* 0 BE)) 下 面 的 问题 必定 存在 唯一 的 解 
(29,9!) e (H* N HIN)) x Hà(Q) 
ME’, 9j x: {y’, =i}. (3.100) 
由 通常 的 推理 方法 , 我 们 证 明了 控制 的 存在 性 
ð 7 0 
0 在 &, (2°) 上 


(3.101) 


ATE: 第 四 章 ”弹性 方程 组 和 一 些 振动 平板 模型 


其 中 更 = (x,t) 记 为 (3.10) 的 与 (O°, B1} 相应 的 解 . B 
ik 3.16 ”问题 (3.95) 的 解 p = yle, t) 是 用 转 置 的 方法 定义 的 . 我 们 称 v 是 
(3.95) 的 解 , 者 它 满足 


'(0),09 > 一 ‘= ' A0'dX,, 
[ tiirat < wo),0 > — «(0),0 > es (398 
V{O", 07, f} e (H* n H3 (Q)) x Hg(Q) x L! (0, T; H5 (9), 
其 中 0 = 8(z,t) 记 为 下 面 方程 的 解 


0" - A20 — f 在 QW, 
00 


niis 在 (3.103) 
6(0) = 0°, 0(0) = 6 eo? 


在 恒等式 (3.102) 中 的 第 一 个 (或 第 二 个 ) (H*NH§(Q))’ 
和 H*^nHi(Q) (或 H-?(Q) fü H2(Q)) ey BAT dzdt 应 该 理 
解 为 在 L°(0,T; H?(Q)) 和 L1(0,T; 


li sank 
cee n EAS 


S PES (3.104) 
它 的 迹 {(0), Ke X 


> n ^H (Q))'. (3.105) 

我 们 在 此 oe aoe 一 个 类 似 的 结论 将 在 这 章 的 定理 4.2 

中 给 予 证 明 eS B 
3.17 40 BHC! AS 或 者 Q 是 R? 中 的 西区 域 时 , 我 们 证 明 一 个 

类 似 的 精确 能 控 性 结论 S 


在 这 种 情形 下 , 我 们 对 下 面 的 数值 具有 精确 能 控 性 
(y9, y!) e H7?(Q) x V’, (3.106) 
其 中 
V = {¢ € He(0)|A?Q e L?7(Q)}. (3.107) 
当然 , 由 于 区 域 的 非 正 则 性 , 我 们 可 能 有 V A 4+ RO). E 
范 数 的 弱化 


我 们 可 以 像 第 一 章 7.2 节 那 样 处 理 . 我 们 取 定 空间 F 


F = 17(Q) x H ?2(0), (3.108) 


3 ”振动 平板 (1D). Dirichlet 型 作用 


因此 
F' = I?(Q) x He(Q). 


我 们 知道 , 问题 (3.10) Æ F 上 是 适 定 的 , 也 就 是 说 , 对 所 有 的 (50, 
H ?(Q), (3.10) 存在 唯一 的 解 © = O(c, t), 满足 


& c C(0,T; LQNA e C! (0, T; H ?(Q)). 
我 们 定义 空间 
G = { 当 (25,07) JR FAY, 迹 CS 组 成 的 空间 }， 
RFH rv SIE 


lASle = (9^ + EE MS 
这 个 要 有 意义 , 需要 工具 有 sh SON 
有 了 这 些 过 程 ， TE SN 


QUA Q), S 
相应 的 控制 | | NS 


MESS ANNE 
ee re 
A AS A, x € Hea) 


utis: | Bs ipd 


以 及 w= w(z,t), 其 定义 


其 中 & = O(c, t) 记 为 (3.10) 与 数值 (99,91) 相应 的 解 . 
我 们 很 容易 验证 , w 是 下 面 问题 的 解 


w + Aw = 0 TE QW, 
w(0) = x, w'(0)— 8° 在 0 内， 
Ow 
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(3.109) 


$1) e L?(Q) x 


(3.110) 


(3.111) 


(3.112) 


(3.113) 


(3.114) 


(3.115) 


(3.116) 


(3.117) 


当 (09, 91) 跑 遍 空间 F = (O) x H-2(Q) 时 ,那么 (x, 99) e H3(Q) x (0). 


-176- 第 四 章 “弹性 方程 组 和 一 些 振动 平板 模型 


E 0. Fe C? 阶 的 , 由 “ 正 向 不 等 式 ” 和“ 反 向 不 等 式 ”, 我 们 可 推出 映射 


HEQ) x LN) 一 Z2(2(z0))， 


(3.118) 
{x, 99) — Awls (20) 
是 一 个 同 构 , 因而 映射 
ð 
L2(0) x H?(0) > 21(3(2°)), 
(Q) x i ) > a Q7 E 
(99,9!) — 3, lx) 
同样 也 是 一 个 同 构 . 
我 们 由 此 推出 D 
G = Ĉ PE?) = ws 从 > (3.120) 


定理 36 HOR rra ya 阶 的 . X e Rn 为 任 
意 的 点 , 并 且 了 > T (a9). AS AN 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 G SN 
Or > BO 
存在 控制 SS Y QN 
S Qu Ke (2°))) (3.122) 
满足 


使 得 系统 (3.1) (3.3 y ~、 y(T) = y'(T) =0. 
| dsas "o M: 区 域 时 , 定理 3.6 还 是 成 立 的 . E 
3.8 ”一 些 注解 | 


a) 能 控 性 时 间 T(zo) 的 最 优化 | 
0 
在 定理 3.4 中 , 我 们 证 明了 , 对 所 有 的 T > T (9) = ) 系统 的 精确 能 控 性 
发 生 在 空间 LQ) x H-?(Q) 中 . 
事实 上 , 这 个 结论 可 以 改善 . 
我 们 定义 T 为 最 小 的 常数 , 使 得 对 所 有 的 T > To, 我 们 有 下 面 的 唯一 性 结论 
PÆ (3.10) 的 弱 解 
=> 
A =0 Æ r(x?) x (0,7) 上 


b=0. (3.123) 


对 于 如 此 定义 的 To, 我 们 有 下 面 的 结论 . 
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定理 3.7 i OX R^ 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C? 阶 的 . 设 z0 € R^ A 
意 的 点 ， JF E. T >To. 
A, 对 所 有 的 初始 值 


{y°,y'} € PQ) x HO) (3.124) 

存在 控制 
v € L?(X(a9)) (3.125) 
使 得 系统 (3.1)(3.2)(3.3) 的 解 y = y(v) 满足 (3.4). a 


证 明 ”结论 是 HUM 的 结果 , 假如 我 们 证 明了 下 面 的 估计 式 : 
引 理 3.5 ”对 所 有 的 T> To, 存在 常数 C>0( 于 解 5), 使 得 


Eos C m (APYE, i SA (3.126) 
i 
51 3.5 的 证 明 i e 0, 使 M 


由 估计 式 (3.74), BRET DING ARYGEB SE 9 JY 


2(T — e)Eo < cea SE 2 |^e "dX, (3.127) 
其 中 有 鉴于 GveS 
ERS SN oon F C(A 00, T;Hl(Q)) 


因而 ， me 


Ik OM < Cl|A®|] 222%). (3.128) 
我 们 用 反 证 法 . EE hn 存在 一 列 弱 解 {Dn} 满足 
[Enlre rma) = 1, WneN, (3.129) 
[Adriaan 70 34 n — +o. (3.130) 
联合 (3.127) (3.129) 和 (3.130), 我 们 推出 (利用 能 量 守 恒定 律 ) 
lnler; agay) + lbreore) 和 C; Vn € N. (3.131) 
必要 时 可 抽取 子 列 , 我 们 因而 有 
PaP TEL*(0,T; H2(0)) P188 * 收敛 ， (3.132) 
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Pa >P = FEL™(0,T; POPR * 收敛 ， (3.133) 
FERAE 
Ön > TEL? (0,T; (9)) 中 强 收敛 . (3.134) 
此 外 , 从 (3.130), 我 们 推出 
A®=0 Æ E(x) E. (3.135) 


由 (3.129) 和 (3.134), 我 们 有 
| Pll zeori) = 1. (3.136) 


另外 , 从 (3.132) 和 (3.133) 得 到 , © 是 问题 (3. wa 且 满 足 (3.135). 由 
(3.123), cubat. $ = 0, ix 5j (3.136) 矛盾 . 


因而 引 理 得 > 

再 次 使 用 定理 3.4 KEI PEIRON ee 3.7 的 证 明 . m 

注 3.19 £32 ME S sein 1 中 , 我 
们 将 证 明 ， : = E 

b) 无 穷 多 个 控制 的 存 

我 们 已 经 证 明了 , 对 月 Zh S T 的 空间 F 中 , 有 精 


确 能 控 性 , 那 就 是 F 
用 在 第 一 章 D 我 们 证 明 , 存在 无 穷 多 个 控制 , 它 在 
FZ T > T(x? or 态 D < x H-?(Q) 带 到 平衡 状态 (0,0). 

简短 地 es N T » T(a?^). SHAW 6 >0RT-e> 
T (a9), 对 所 有 的 {yoy} es 并 对 所 有 的 we € ZI2(T(zo) x (0,€)), 下 


面 的 问题 存在 唯一 
y” ZN 0 在 Q A, 
y(0) 239, y(0)= 在 9 内 ， 
y=0 | TE T x (0,e) E, 
dy _ ju 在 T(x") x (0,e) E, 
ðv |o 在 T. (a?) x (0,€) E, 
HWE 


y € C(0, €; L^(Q)) n C! (0, e; H~2(Q)). 
因而 , 在 时 刻 t= e, 我们 有 


(29,21) = {y(e), y(e)) € P7(Q) x H^?(Q). 
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H T—e  T(z9) 的 事实 , 我们 知道 , 由 定理 3.7 ,存在 控制 ve € L"(D(x?)x (e,T)), 
它 在 工时 刻 将 状态 (29,21) 带 到 平衡 状态 {0,0}. 
由 这 个 过 程 , 我 们 构造 了 一 个 控制 


-_ jw 在 Tc )x(0es) E, 
I 在 L'(z9) x (e, T) 上 ， 
对 所 有 的 e< T — T (2?) RI u* € L*(T(a?) x (0, e). 这 个 控制 满足 
y(T;w*) 2y(T;w*) -0 在 9 内， 


这 就 证 明了 可 取 控 制 集 


Usa = {v € L2(S(2°))|y(T Xn "e 
包含 了 无 穷 多 个 元 素 . S | 
由 HUM 给 出 的 控制 , 可 以 刻画 成 面 NS 


在 凸 集 Uaa masa YS 
这 个 问题 将 在 第 AARNet 型 控制 的 波动 方程 的 we 


进行 研究 . = 
c) 对 控 SS 
在 前 面 几 件 的 系统 (3.1) (3.2) (3.3), 我 们 研究 了 它 


的 精确 能 控 性 


一 一 vy FED 上. 
I. LASIECKA ffl R. C GGIANI a (3][4] 中 证 明了 带 有 下 面 类 型 边界 条 件 的 系 
统 (3.1) (3.2) (3.3) 的 精确 能 控 性 


y—u 28 o ftx, 


' gv 
附加 了 几何 条 件 
9 是 严格 星 形 的 . 
他 们 的 证 明 利用 了 E. ZUAZUA[4] (参见 附录 1) 中 的 推理 方法 , 但 是 由 于 缺乏 
通常 的 能 量 守 恒定 律 , 需要 有 额外 的 技术 处 理 . 8 


d) 位 于 非 柱 形 部 分 边界 的 作用 
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利用 与 第 一 章 中 介绍 的 类 似 的 推理 方法 , 我 们 能 够 证 明 系统 (3.1) (3.2) (3.3) 的 
精确 能 控 性 , 其 中 控制 v 的 支撑 集 是 5 的 非 柱 形 子 集 Xo, 其 形式 为 
Xo = {(x,t) € X | m(z,t) - v(x) > 0), 


其 中 
m(z,t) = x — x° (t) 


E |[z°(@)||w1.0,7) 充分 小 . a 


e) Holmgren 定理 的 结果 
应 用 第 一 章 定理 8.1, 对 下 面 的 方程 , 我 们 能 够 得 到 非常 一 般 的 唯一 性 准则 


MC 26 oe DY 
就 像 我 们 在 第 二 章 中 证 明 的 那样 ， ae f], T HUM Jf 


法 , 系统 地 得 到 精确 能 控 性 结论 . 


照 此 做 法 ， iffe Tc etg SO 论 具 有 “抽象 ”的 
特征 ， a SEET ES ais R dro 

我 们 给 出 一 个 例子 . wa SN 

应 用 第 一 章 定理 8, 从 我 A LES 结论 : 


引 理 3.6 iX Fem MEN WIPT 是 Co 阶 的 , KT > 0, FH 
To CT 为 任意 > 
那么 , 若 5 
0 在 Q@ 内， 


(3.137) 
Ko EO. 在 上 
满足 
Ae - -0 在 Tox (0,T) 上， (3.138) 
我 们 有 更 三 0. E 
这 个 唯一 性 准则 对 所 有 的 人 > 0 都 是 对 的 . 这 源 于 这 样 一 个 事实 , 算 子 P(D) = 
m + A? 的 特征 平面 的 形式 为 « = {(2,t) € R” x R|t = 常数 }. E 


因而 , 我 们 看 到 , 对 To 为 工 的 任意 非 空 开 子 集 , T > 0 任意 的 小 , BUR k € R, 
半 范 数 


OAEE ,. 
| (99, 9g, = (LA 15 eer, x (0,79) dE ll Ier rox (o m») (3.139) 
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(此 处 © = (x,t) 记 为 (3.137) 的 解 , 满足 S(O) = 99, e'(0) = 2!) Æ DQ) x DN) 
上 的 范 数 . 
因此 , 我 们 可 以 构造 空间 


Fy = D(Q) x D(0) 关 于 范 数 Iller, 的 完备 化 . (3.140) 


RINE 到 为 它 的 对 侦 . 
应 用 HUM, 我 们 证 明了 下 面 的 结论 : 


定理 3.8 设 Q X R^ 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 Co MH, 且 To 为 工 的 任 
意 非 空 开 子 集 , 丰 > 0 和 RE 了 均 任 意 ， 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 , 满足 


{y',-y*}€ SS 
存在 控制 Q S 
{vo, Vi} € HY (Vo x ( x oe SN (3.142) 


使 得 下 面 问题 的 解 y = (0) KS 


AN Ga (3.143) 
T Tol x (0, T) 2e 
Qx To x (0, T) zl 


在 [Aro] x (0,7) 上 


(3.141) 


ENARA y(T) = y 
因此 , 我 们 使 用 了 两 个 控制 


{vo, v1} = HÈ (To x (0, T)) x Hj (To x (0,7), 


它们 可 能 是 

(i) 有 任意 小 的 支撑 集 , 因为 To c P 可 以 任意 选取 ; 

Gi) 任意 地 正则 , 因为 k > 0 可 以 按 我 们 的 需要 取得 任意 的 大 , 并 且 我 们 证 明了 
在 一 个 任意 小 的 时 间 段 里 系统 的 精确 能 控 性 ， 

鉴于 我 们 对 空间 及 和 FQ 没有 得 到 额外 的 信息 , 这 是 一 个 具有 抽象 特征 的 
结论 m 


f) 高 阶 系统 
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我 们 可 以 将 这 一 节 的 结论 , 推广 到 下 面 形式 的 系统 


y" + A*%y =0 ft QW, 
y(0) =y°, y'(0) = y! 在 Q 内 ， 
ð 021-2 
= = a= 0 在 E, 
giy jv TE E(x?) 上 
üv^a«1 |o 在 3,(z0) E, 
其 中 q EN, q22. 
我 们 引进 特征 值 
》X0(d) = Aty 


oT (o |Yw 


利用 前 面 几 节 中 发 展 出 来 的 方法 , 我们 和 EI 


定理 3.9 AQAR 中 的 有 界 区 域 ， C 


ik x? ER” E. T » T,(z9) = RE RIS, SN 
re S 


使 得 (3.144) S 14 Am NS S =y'(T)=0. 
TOA pD 对 下 面 的 齐 次 问题 , 13-8] E 


存在 控制 eS SA SA 


sapit 和 "RR MC 


H A ~ 0 在 Q 内 
ð 9? 16 
Cece jt XL, 


(0) = 49, à/(0) = à! 在 Q 内 . 


者 我 们 定义 能 量 i 
Eo = z (JA*89P + p? ^), 
用 标准 的 乘 子 法 ， 
na! ——_(T — T,(x° ))Eo < Jes [A?6|?dY 
以 及 
|A76\2dd < CEo. 
P3 


(3.144) 


(3.145) 


(3.146) 


(3.147) 


(3.148) 


(3.149) 
m 


. (3.150) 


(3.151) 


(3.152) 


(3.153) 
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iE 3.20 ”和 定理 3.9 推广 了 定理 3.4 的 结论 . E 
注 3.21 对 于 由 下 面 形式 的 方程 主导 的 系统 , 我 们 可 以 得 到 同样 形式 的 结论 


y! — Atty = 0 TE Q Wy. E 
注 3.22 ”附录 1 中 的 方法 , 对 所 有 的 T > 0, 可 以 证 明 这 些 结论 . E 


4 ”振动 平板 (ID. 控制 加 载 在 y 和 Ay 上 


4.1 ”问题 的 框架 
我 们 考察 系统 


y+A2y=0 FEQ= NA M». (4.1) 


y(0) y^, v Qy PPK sk (4.2) 
以 及 边界 条 件 S 
E; 


P Sas S (4.3) 
momen WS 
注意 ， 


带 有 初始 条 件 


注 4.1 dei: 和 o, 对 系统 施加 影响 (在 第 3 节 中 我 们 
考察 了 与 这 个 不 同 ,在 们 通过 单个 控制 施加 影响 ). 
此 系统 用 一 个 控制 ( = 0 3 v = 0) 的 精确 能 控 性 是 一 个 未 解决 的 问 
题 , 至 少 如 果 我 们 关心 在 E 初始 数值 空间 中 的 精确 能 控 性 的 话 . Bi 
首先 指出 这 个 . 由 前 面 的 推论 3.2 的 唯一 性 结论 , 如 果 我 们 考察 齐 次 系统 
6” + A? = 0 在 Q W, 
(0) = 6°, 6(0) = oe 在 Q 内 ， (4.4) 
$=AG=0 fe x, 
半 范 数 T 
| [&9, ©} |p = le (4.5) 


TIR T > T(2°) 定义 了 一 个 范 数 . 
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因而 由 HUM, 对 所 有 的 全  T(a9), 在 空间 的 对 偶 空间 P" 中 , 我 们 有 系统 的 
精确 能 控 性 (F 是 C(A) x C(O) 中 的 函数 按照 范 数 (4.5) 的 完备 化 , 这 些 函 数 满 
足 在 TT 上 的 相 容 性 条 件 © = Ao = 0), 所 用 的 作用 是 单个 控制 , 说 来 就 是 v. 

但 是 这 个 精确 能 控 性 结论 , 并 不 十 分 令 人 满意 , 因为 关于 空间 F 和 PU 我 们 没 
有 详细 的 信息 . E 


在 下 面 的 儿 节 里 , 我 们 将 证 明 , 所 谓 的 “ 正 向 不 等 式 ， 
Vx HQ) cK - (4.6) 
其 中 
V = {ð € H? N HEQ) | AF = SW (4.7) 
因此 
M VS (4.8) 
这 个 就 给 出 了 关于 FA F 的 第 一 人 人 SN 


的 信息 . 

我 们 用 HUM 方法 , 解决 系统 KCN S 我 们 进入 第 二 
章 中 的 一 般 框 架 , 记 

i) A = A?; SQ S 


ii) By = 恒 等 映射 


4.2 一 些 回顾 Es 
在 这 一 们 ]3 


ar 2 在 Q 内 ， | 
SESS EEE, | (49) 
—609,0 (0 —0! FEQH. 


我 们 后 面 所 需要 的 结论 如 下 . 


引 理 4.1 (a) X Q € R^ PHAR RIM, HRT  C? 阶 的 . 
那么 , 对 所 有 的 (09,0, f} © (H?N H5(Q)) x L?(Q) x D (0,7; L°(Q)), (4.9) 存在 
唯一 的 (35) 解 9 = O(a, t), 满足 


6 € C(0,T; H? n Hi(Q) NC1(0, T; £7(Q)). (4.10) 


BAT (09,0, f) 一 {90,0'} 是 线性 的 、 连 续 的 从 
(H? n HA(Q)) x L2(Q) x £1(0,T; LQ) (4.11) 
5 L**(0, T; H? n Ha(Q)) n L**(0, T; LQ). 
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(b) 现在 我 们 设 工 是 C^ 阶 的 . 

那么 , 对 所 有 的 {00,0}, f} e D(A) x (H?N Hi (Q)) x P (0,7; H?n Hà (Q)) (其 中 
D(A) = (p € HN HE (Q)| Ay = 04& T .E) = H*(Q) nV), 存在 唯一 的 ( 强 ) 解 0, jh 
A 


0 € C(0,T; D(A)) n C* (0,7; H? n Hd (Q)), (4.12) 
此 外 i 

映射 {90,01, f) — {0,0'} 是 线性 的 、 连 续 的 从 

D(A) x (H? n Hi(Q)) x L1(0,T; H? n Hi(Q)) (4.13) 
 L**(0,T; D(A)) n L” (0, T; H? n Hi(Q)). 
E 
作为 (b) 的 结果 , 由 插值 , 我 们 可 得 SS 

V{0°, 0, f) c V x Hi(Q) x Li(0 CS Tm 


0 € C(0,7;V)n C!(0,T; x. 


此 外 , 我 们 有 解 对 问题 的 已 知 


x 


现在 ， T E NUS SN 
Os (4.15) 
对 (4. es te ds ] 定 义 系统 相应 的 能 量 
IVEI), vt € [0,7], (4.16) 
并 且 利用 标准 的 方法 证 能 量 守 恒定 律 : 
E(t) - E 5 (IVA9^p + IV+), vt € [0, T]. (4.17) 


此 外 , 我 们 指出 , 半 范 数 e 空间 V x HUO) 中 的 范 数 , 与 H3 (Q) x HHO) 


中 的 范 数 等 价 . " 
iE 4.2 ”对 前 面 的 这 些 经 典 结论 的 回顾 , 是 为 了 读者 的 方便 . 我 们 用 已 经 提 及 的 
方法 , 可 以 很 容易 地 证 明 这 些 结论 . E 


43 ”一 个 恒等式 

本 节 的 目的 是 建立 基本 的 不 等 式 , 在 后 续 的 几 节 里 , 就 可 以 接着 证 明 “ 正 向 不 等 
式 ” 和 “ 反 向 不 等 式 ”. 

主要 的 结论 如 下 . 
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引 理 4.2 it Q X R^ P RR BOX, 其 边界 工 是 C4 阶 的 . 设 ge (Wwe). 
那么 对 (4.9) 在 (4.14) 意义 下 的 所 有 解 , 我 们 有 恒等式 


2 hen P+ (SP) \dE = —(0'(t), qx ——— 18 (4.18) 


AE /12 2 Oak po 
+5 as (V9 — [VAG deed + Ms n TA 


A0 
二 一 )dqz a+ ff — fa i dnd. 


DARE we 


B EV 
Ox; Oxy 


证 明 ”我 们 先 对 强 解 0 建立 恒等式 (也 即 , 在 (4.12) 的 函数 类 里 ) 然后 通过 极 
限 过 程 , 就 得 到 了 弱 解 情形 的 恒等式 NS 
我 们 用 m FEHR (4.9), 并 在 Q 上 积分 Ag 


Q 
| (0" + A20 — SS (4.19) 


由 分 部 积分 公式 , 我 们 有 
nod SA 全 dd (4.20) 


T 
— dzdt 
ES S oon o Oz," Tan i 
ðq 12 ; |. "2 
=> dadt — — 0 dx 4.21 
A [os JE NS 


/ / / 
$ f Ago e aira Oe d 
Q Oxk Q Ox; Ox; Oxy 


由 (4.20) (4.21), 以 及 事实 在 D 上 |VG'|? = EA 我 们 推出 


OA0(t | 
[eras e sdt = (0' (t), qx ART (4.22) 
十 人 anvil 2 ^ Pax 一 2j i ga, V9 dzdt 
00’ je Q0' 
— | Aq ——dzdt — | ——-—— ——dzdt. 
» qô Oxk aM Q Ox; Ox; OTk 
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此 外 
Adj OE odis = 
Q Orr 


BAb ð , ONO OAÓ OA0 

dedt+ | C—q. —-dX. (4.23 
Q Ox; Oz; Ik Gq, O° “he 8v 7* 8g, ne) 
DAG 


HE X E AO =0, 我 们 有 > ae = 一 一 yp, Vk — 1,:-- ,n, 因而 (4.23) 可 写成 


ðv 
下 面 的 形式 
J A?0q, S dad 


-3 
= mw (|VAe|? )dzdt 


m OA0 0A0 x 
— | T———-———dadti 
| Ox; Ox; OTk [y Eu 


=- x Be IVAGf^da dtt 5 (4.24) 
2 JQ 
0a. BAb BAO 4S Sy » 
Q 02; E a RAS SN 
最 后 , 由 (4.19)(4.22) 和 (4.24) NS A AA 


注 4.3 ”在 前 面 的 章节 里 ， 
这 一 次 , 我 们 用 的 是 eyes SS ON 
一 般 来 说 , 为 了 和 ehh er 9 iat 


44 EAR S o> XS 


A Pay 


— 
定理 4.1 设 NS SS 其 边界 是 C* 阶 的 . 那么 存在 常数 
C > 0, 使 得 对 所 有 的 了 (4.9) 在 (4.14) 意义 下 的 解 0 = O(2,t), 我 们 有 


ae Ila < C(|VAO |? + [V8' [* + 1LfTIT: (om 22 c): (4.25) 
E] 


证 明 ”我 们 应 用 恒等式 (4.18), BC q = h, 此 处 h 是 第 一 章 引 理 3.2 中 引进 的 向 
ES. 
我 们 很 容易 得 到 估计 式 


OO/ OAG@ 
| By lia F | lŒ) «C(T + VIVA. (om; (a) (4.26) 


F I V.8"l[2 (o. m. r2 (0) in lf Ars om 2 c) 
并 应 用 (4.14), 我 们 推 得 估计 式 (4.25). 
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注 4.4 BAC 不 依赖 于 Allwn), 也 不 依赖 于 常数 y, 它 使 得 hov > y FE 
EE, W 


应 用 (4.25), 并 取 f = 0, 我 们 得 到 “ 正 向 不 等 式 ”. 


推论 4.1 ( 正 向 不 等 式 ) AIAR 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 0 阶 的 . AR 
么 存在 (不 依赖 于 人 的) 常数 C > 0, 使 得 


I Ios IS Hag, < CCT +E (4.27) 
对 (4.15) 在 (4.14) 意义 下 所 有 的 解 B 成 立 . a 
注 4.5 ”由 定理 4.1 RITA 
OF € £7(x), oe S 


Ov OV 
这 是 关于 (系统 (4.9) 的 在 (4.14) re 外 的 在 则 性 结论 ， m 


4.5” 带 有 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 的 ESI NS 
在 这 节 里 , 我 们 将 研究 解 的 om 求解 
的 问题 为 
NOS " 


Z 
Z = Vo; = V1 3I. 


为 了 下 sea es ee (4.28) 的 解 , 同时 注意 到 2! 


和 vi be rT Æ C* 阶 的 , 我 们 只 能 涉及 Y EBD 
<k ey No, CN | a 
更 详细 地 , BIE | | 
V = {¢|¢ € H°(Q),¢ = Ad -0fET E} (4.29) 
并 且 我 们 将 记 
二 V 的 对 偶 . 
我 们 在 (4.28) 中 取 | 
2eH (p), zt e V', (4.30) 
因此 zi 不 是 上 的 广义 函数 . 
接着 我 们 取 
Uo € L(x), 


vi € (H1(0,T; L?(D))y. | Pg 


4 ”振动 平板 D. 控制 加 载 在 y 和 Ay 上 ‘189. 


因此 v, AE 区 上 的 广 闵 函数 . 
H(0,T L2(T)) 上 的 连续 线性 形式 的 一 般 结构 , 由 下 式 给 出 


< wg >= /ob 二 mg) 


(4.32) 
wo, W1 € L? (£). 
我 们 将 记 
vı = Wo 一 =, (4.33) 
切记 , 在 (4.33) vp, 29. 不 (0, T; L2(T)) 
FE KIATE 2S I8] IHRE TF XIE ATRAEN TR] E 


现在 我 们 用 转 置 的 方法 , 定义 (4.28) 的 ual -L. LIONS 和 E. MA- 

GENES [1] 中 一 样 , 但 是 有 一 点 技术 上 的 区 别 \ 我 SR 

设 S 
Ho(® 


Lt 
i» (4.34) 


epo AS 
并 设 0 是 (Dem) 问题 的 解 S 
ze N 
OY Je 0 (4.35) 


| — A0 
ii X 为 由 MEN Ay { A Pu L'(0,T; H1(Q)) x V x HEO), A 
^ 使 


赋予 自然 的 Hiber N 
{f,0°, 0" 
(4.36) 
是 一 个 从 Li(0,T; HE (Q)) x V x HA) 一 和 的 同 构 ， 
由 前 面 看 到 的 正则 性 结论 , 我 们 有 
X c C([0,T]; V) n C ([0, T]; HEO), 
(4.37) 


H0eeX d € PE) S ae v H'(0,T; L*(T)). 


现在 设 (4.28) 中 已 知 数值 是 正则 的 . 那么 , 由 下 面 的 式 子 出 发 


f (z" + A*z)Odaxdt = 0, 
Q 
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利用 分 部 积分 , 我 们 发 现 


| zfdadt + (2'(T),6°) — (2(T), 6") = / C DA + Ae dD (4.38) 
Q x 


但 是 我 们 应 该 有 在 X Ez = vo, UR Az — vi. 
利用 (4.33), 在 导数 是 在 (11 (0, T; PLONY 内 的 意义 下 , 我 们 得 到 


zfdadt + (z'(T), 6°) — (2(T), 01) 
= [ T Tw w +1 ay + (2! ,0(0)) — (9, 0" (0)). (4.39) 


现在 , 我 们 将 (4.39) 取 成 定义 式 . 更 详细 地 ， NA (437) X 上 的 连续 
的 线性 形式 工 如 下 


L(@) = I a + wo + w BON 2l oH we (4.40) 
利用 同 构 (4.36) 的 转 置 ， ES 由 心 CMR L, 存在 
{2, 6. CHEL” (0 eS Sé (4.41) 


A 
4 < ree VO e X. (4.42) 
注意 到 (4. CS 、 合 } 
SS NS RAS =e, (4.43) 


注 4.6 ÆJ. S 和 E. MAGENES XT PE EE IDEAS EXP, 我 们 从 
(4.35) 出 发 , 取 09 = 0! = ONERIN FR (4.39) 定义 z. 我 们 接着 计算 z(7), z^ (TD). 

我 们 在 此 , 将 z, 2(T), z (D) 放 在 一 起 同时 定义 , 以 避免 所 有 的 技术 上 的 、 有 一 
AAKRE, 因为 在 边界 


意义 下 的 . 
当然 , 这 也 有 助 于 使 定义 式 (4.43) 有 更 多 一 点 的 合法 性 一 一 这 是 后 续 的 注解 的 
目标 . | a 


解释 (4.42) 的 一 个 系统 的 方法 , 是 选取 下 面 的 特殊 的 “试验 函数 ”. 我 们 能 引进 
m 为 A? 的 任意 的 特征 函数 : 
A?m = Am, 


(4.44) 
m=Am=0 FETE 
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并 且 , 我 们 首先 取 
f =h(t)m, 6° =0, 9! =0. 

那么 

其 中 q 满足 
q” +Aq=h, q(T) = q' (T) = 0, 
+H, Bil 
q(t) = E " sin((t — o) V X)h(o)de. 
ABA 


L(6) = ie no m arse Ky dr)g'dt 
+(z! iM pm of y S N 
并 且 我 们 有 ~ OTA 


[ (z,m)(q" + Aq)dt = Foe a ,m)q (2° > (0), 


A QN 
NU SS P" na 
这 个 给 SS 
SS SN。 SN =Q ~~ “Ay 
i 是 取 在 or ofi, 
SS (z,m)(0) = (5, m), 


(z, m)'(0) = (z^, m), 


这 证 明了 (由 于 m 是 满足 (4.44) 的 任意 函数 ), z 是 (4.28) 的 (一 般 化 的 ) f. 


ARRERA SNA 
f =0, 0? =0, 61 = —m, 
tt. Bp 


Et s 
0— VX sin((T — t) VA)m, 


那么 (4.42) 给 出 
(C, m) = L(0) 计算 时 用 (4.54). 


: 191: 


(4.45) 


(4.46) 


(4.4T) 


(4.48) 
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我 再 来 验证 
(z,m)(T) = (C m). 
我 们 接着 取 
| f =0, 0 =m, 9! — 0, 
也 即 
6 = cos((T — t)VA)m, 
那么 
(C m) = L(0) 计算 时 用 (4.58), 
也 即 


$ il MOL OV 
+(zt,m) RS < A sin( 
此 处 再 用 一 下 (4.50) 的 记号 Wa aS 


(C, m) = MTS — t) bs Asin((T — t) V/A)dt 
Ym) «B Asin(T V). 
但 是 (4. KORE NM 


S XS tV A) + (2! UE 


sin((¢ — 7)VA)(Go — odo, 


0 T 
由 此 
(z, m)! = 一 (z0,m)VAsin(tVA) + (z!, m) cos(t VA) 
+ [ ost = 0) VA) Go - yao, 
因而 


(z, m) (T) = —(z°, m)VAsin(TVA) + (z! a Md A) 
+f cos((T — t) X) (to — at, 


(4.56) 


(4.57) 


(4.58) 


(4.59) 


(4.60) 


(4.61) 
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由 “的 定义 , 我 们 因而 有 
(z, m) (T) = —(2°,m)VAsin(TVA) + (21, m) cos(TVA) + / : cos((T — t)V/A)Codt 
4 Ji : Vxsin((T — t) VA) dt, 
E (4.61) 做 比较 , 我 们 因而 有 


(z, m) (T) = (Gm), 


这 证 明了 定义 式 z(m = C. KS " 
因而 , 我 们 有 CS 
定理 4.2 ”我 们 设 0Q 是 有 界 开 集 , ; oe KO, n; 20, zt, uo vi) 给 


定 ， 且 满足 (4.30) (4.31). 那么 问题 
解 满足 oe 


AS 唯一 的 解 ， 这 个 


Qu (0, y (4.62) 
Qo? € H-N, (T) AN 


映射 (29, 2+, vo, vi (T), SN S 关于 相应 的 拓扑 是 连续 的 . H 
注 4.7 5s v 
S~“ M T 
—: AN 这 个 性 质 是 成 立 的 , 由 定理 4.2, 这 个 性 质 在 


极限 过 程 中 是 被 保持 的 


注 4.8 ”人 们 试图 认为 , z 是 在 V' 中 取 值 的 连续 函数 . 实际 上 , 这 不 完全 准 
WA 因为 我 们 在 FT ERT WAAL Az = €, 这 是 一 个 很 特别 的 定义 , 它 在 
t=T 处 起 了 一 个 非常 特别 的 作用 . 因而 z^ 是 两 个 函数 的 和 , 一 个 函数 是 在 V 中 取 
值 的 连续 函数 , 一 个 函数 是 在 一 个 更 小 的 空间 里 的 L? 函数 , 它 表示 一 个 工 上 的 积 
分 , 积分 在 上 = 人 时 消失 , 依据 是 我 们 选取 的 对 z^ 的 解释 . 就 像 我 们 刚 看 到 的 那样 ， 
这 个 解释 是 合法 的 . E 


46 ”一 个 唯一 性 定理 . 反 向 不 等 式 
这 节 的 目的 是 建立 “ 反 向 不 等 式 ”, 它 使 我 们 能 够 应 用 HUM. 


- 194 ， 第 四 章 ”弹性 方程 组 和 一 些 振动 平板 模型 


我 们 重新 利用 前 面 几 节 的 记号 , 也 就 是 说 , 对 任意 的 29 eR 


m(z) = x — a?, 
T(z?) = {x € T | m(z) v(z) > 0}, T(x) = TNT (a9), 
2(z ) = P'(z?) x (0, T), X. (z?) = YAX (a), 
R(z^) = max [m(z)]. 
此 外 我 们 引进 ua = —A 的 第 一 特征 值 , 边界 条 件 为 Dirichlet 型 的 , 也 就 是 说 
[Vw]? 


: l 4.63 
MO senio- o ToP |w}? } iic 


| D 
jl < me Vw Layo) AS (4.64) 
NS S . 
我 们 考察 齐 次 方程 SN 
p” + AD V ~ 
A d $' (Qf o! RAN (4.65) 
其 中 初始 条 件 Mad S S | 


qe Q) (4.66) 
使 得 (4.65) INANE 中 nx. 
au 
A + | Và!) (4.67) 


因而 我 们 有 


沿 着 所 有 的 轨道 是 守恒 的 : " 
本 节 的 主要 结论 如 下 . | 
定理 4.3 (REDEK) HÆR PHAR RIA, 其 边界 工 是 C4 阶 的 . 设 
R(a?) ) 
T > T(x?) = A 
对 (4.65)( 在 (4.14) ELF) 的 所 有 解 , 我们 有 不 等 式 ;: 
0 
(r-TG9)E «163 [ (Bye 4 Ayan, (4.68) 
E(x?) yY 
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证 明 ”我 们 应 用 恒等式 (4.18), 并 取 q = m, 我 们 得 到 


XY i: (IV&/ + |VAS|*) dade = a mw SE yd, 

其 中 
X = - (9 (),m. FO) 
及 
Y= f (VE — | VAS?) dedt. 
Q 
我 们 显然 有 
5 [ro Pei ras < AO 2A? yay, 
另外 ,用 AS FR (4.65). 并 在 Q 内 积分 SON 
y --(g SO 


由 能 量 守恒 定律 ph es 
[e A 
将 前 面 的 这 些 式 天 组 KAR 
“gen a 
SS Se. Pris yas. 
oh 


(a KOS + SA (TI < 2263 


) gj. 
Ho 
对 任意 的 te [0,7] 及 a > 0, 我 们 有 
(t), mt) + Ju 
<D + = me O + SABOP, 


我 们 接着 计算 这 一 项 


QAO o 


SA) + FAO US ar + As 


Imi 


+ nlm 之 (1), A&(1)). 
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(4.69) 


(4.70) 


(4.71) 


(4.72) 


(4.73) 


(4.74) 


(4.75) 


(4.76) 


(4.77) 


(4.78) 
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我 们 指出 
(me -3/ mez (Aa ()f^da = = LAG. (4.79) 
因而 
Im. (t) + SAD M OPE- ASHP 


«Im. m = (Df < Ro)? vA9()f. (4.80) 


由 (4.77) 和 (4.80) (AIAN (4.64)), 我 们 推出 


(m, To +2 ZOHO) vr UIN ia P vAR()P (481) 


Lad 
- boys NY < (4.82) 
我 们 有 SA NS 
\(' (t), ), me O de ARN 2 Krew?) x Re) p, (4.83) 
由 此 得 (4.76) Seah SS E 
注 4.9 ghd Ed ewe = T (a?) +o 进行 了 证 
V 


HH, 接着 由 对 dde 行 了 证 明 , 他 注意 到 了 (4.76). 在 E. 
ZUAZUA 的 附录 SR ques j rarum en a 


EN, 们 有 下 面 的 唯一 性 结论 . 
推论 4.2 (唯一 性 定理 ) OAR” 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 04 "m. i 


且 对 


T > T(2°) = Br 
Ho 
ABA, 若 6€ (4.65) 的 一 个 解 , 满足 


0d! OA® _ 
ou > Op 


DN (4.84) 


我 们 有 


'e 
lil 
= 
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我 们 从 一 个 典型 的 结论 开始 , 接着 应 用 通常 的 改变 范 数 的 技巧 , 给 出 一 些 变化 . 
主要 结果 
定理 4.4 ik QE Rn 中 的 有 界 区 域 , HART Æ C4 阶 的 . dE x? € R^, HH 
T Ps Red. 
那么 , 对 所 有 的 初始 值 
{yy} e H^ 1(Q) x V' (4.85) 


存在 控制 


{vo, v1} € L?(X(2°)) x (Hi( ace (4.86) 
使 得 系统 (4.1) (4.2) (4.3) 的 解 y = yw), m {0,0}. i 


证 明 ”我 们 应 用 HUM AN 
我 们 首先 解 方程 组 


ES 3 o 


Q W, 
其 中 初始 条 件 E d d bu c TY 


EMS SMS 
So XS x L*(X(2°)). (4.88) 
我 们 接着 考察 acne 


V" + A^y =0 在 QA, 


pT) =~(T)=0 在 9 内， 
QAO 


E TE X(a9) E, | 
= V (4.89) 
Ü 在 i E; 
0 ðP 
0 在 DaN E, 


我 们 指出 , 导数 2 OP (0, T; L2(T(z"))) 


和 ctis alate 意义 下 ， ern s 间 不 By 义 函 数 空间 . 
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定理 4.2 显示 了 (4.88) (在 合适 的 意义 下 ) 的 解 的 存在 唯一 性 , 其 中 


(4(0),v'(0)) € H7 (N) x V”. (4.90) 
因而 , 我 们 定义 算 子 
A{®°, 9) xs { (0)， —(0)}, (4.91) 
E o’ DA 
< A{®°, 81}, (35,61) >= || 5 l2 (soy) + Il Dv EES (4.92) 
我 们 考察 空间 
F=V x Hj(Q), (4.93) 


赋予 范 数 AM 
| (9^, 93] = m v - iati Qe i (4.94) 
由 正 向 和 反 向 不 等 式 , (4.94) 在 空间 数 与 H3(Q) x 
A} (2) 诱导 的 范 数 是 等 价 的 . Na 


从 (4.92), 我 们 推出 NS S NS 
KS qe Qs S (4.95) 
H (4.85), 我 们 推出 SS 
Nd € NS 
magno AS OC 
NAE" Sn (4.96) 
有 唯一 的 角 ES SS 


EV x Hi(Q). (4.97) 
现在 , 控制 (vo, vj v 


IA? v (0°) L, (4.98) 


0 Ao! 5 
oF 在 E(x?) 上 (4.99) 


此 处 ,更 记 为 (4.87) 的 解 , 相应 的 已 知 数值 (99, 91) 是 (4.97) 的 解 . 
最 后 , 我 们 看 到 , 由 (4.89) 我 们 有 


Ui 一 


{up, v1} € L?(Xi(a?)) x ? D^ G9). (4.100) 


另外 
ag C7) = Gr (o, T; Pr @"))Y. (4.101) 
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注 4.10 YER, 控制 {0,01} 不 是 相互 独立 的 . 事实 上 , 它们 是 通过 (4.87) 的 


唯一 解 o, 由 方程 (4.98) (4.99) 给 出 . 


注 4.11 由 定理 4.2, 系统 (4.1) (4.2) (4.3) 相应 的 解 y = y(v) 满足 


y € L” (0,T; H !(Q)), 


它 的 迹 y(T), y (7) 的 定义 是 适 定 的 . 


这 里 涉及 的 解 是 弱 解 , CEE (4.34) 的 意义 下 满足 方程 . 
从 前 面 的 结论 出 发 , 我 们 能 够 得 到 非常 多 的 变化 . 在 此 , 我 们 举 出 两 个 例子 . 


更 强 的 范 数 


我 们 设 开 集 Q 的 边界 充分 光滑 , 例如 , 是 al 


我 们 定义 空间 


及 


| (95,9 


无 疑 , Ej Hi(Q)xH Oy 
因而 我 们 3 


JAG’ 


— d € L?(X(a9)) x L?(X(a*)). 


o 
这 次 我 们 考察 反 向 问题 


p" + A2 = 0 

Y(T) — v'(T) -0 
ð JAG’ 

p = (a ðv 


0 


eee 
Ap =< dt? dv 
0 


W = {be H(O)| $= aor XS 


对 方程 (4.87) 关于 变量 S ome AS TOC 
Ay RS- 十 Mur R 


X SS 
Tee Ko —9! 在 Q 内， 
其 中 初始 条 件 (9, m 因而 , 我 们 有 


Æ E, 


在 Q Ay, 
在 8 内 ， 
在 D(x) E, 


在 Y. (a^) E; 


在 X(x?) E, 
在 D(x?) 上 


(4.102) 


(4.103) 


(4.104) 


(4.105) 


(4.106) 


(4.107) 


(4.108) 
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我 们 指出 , 导数 SOF" (或 0259 不 是 取 在 史上 的 广义 函数 意义 下 , 而 是 取 在 


H?(0, T; L?(T(z9))) (或 HI1(0, 人 ;LL2(T(x0)))) 和 它 的 对 偶 空 间 的 对 偶 的 意义 下 . 
用 与 定理 4.2 类 似 的 方法 , 我 们 可 证 明 , (4.108) (在 合适 的 意义 下 ) 的 解 p 的 存 
在 唯一 性 , mE, 它 的 迹 ((0), Ww (0)) 的 定义 是 适 定 的 , 满足 


{4(0), WO € V’ x W”. (4.109) 


我 们 定义 算 子 | 
A(89, 9) = (4/(0), -¥O)}, (4.110) 
由 恒等式 


< A{®", 97), (89,91) >= IS ep ll zat)» (4.111) 
BEX T AJ F8) F 的 一 个 同 构 . Pod SAS 
(4.112) 


He SD 
其 中 {6° 61} e F, 我 们 得 到 控 AS NS 


SR - 
YA 

SS 13 Ce SN yas (4.114) 
由 (4.107), 我 们 推 得 Om 


(vo,v1) € CS Sy x 70, T; L*(P(22))), (4.115) 


{vov} € ( 6S L*(T (2^) x Gr*(0, T; Z^(1(2^)))'. (4.116) 
我 们 因而 证 明了 
定理 45 AURR PHARRR, RART RENG. RT > Ta) = 
R(z ) 
Lio | 
那么 对 所 有 的 初始 值 
Q^, y }eV xW (4.117) 


存在 控制 
(vo, v1} € QT (0, T; LT(2))) x (#70, T; L*(1(z?))) (4.118) 


使 得 系统 (4.1)(4.2)(4.3) 的 解 y = y(v), 满足 在 Q 内 y(T) =y'(T)=0. E 
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iE 4.12 ”控制 (vo,vi) 不 是 相互 独立 的 . 它们 通过 方程 (4.113) (4.114) 联系 在 
一 起 . | 


注 4.13 ”由 定理 4.2 中 使 用 的 方法 , 我 们 能 够 证 明 , 系统 (4.1) (4.2) (4.3) 的 解 
y = yv) ( 它 在 一 个 合适 的 意义 下 满足 方程 ) 是 属于 函数 类 L%(0,T;V')， 此 外 它 的 
迹 (y(T), y (T) 的 定义 是 适 定 的 . E 


ik 4.14 ”我 们 无 疑 已 经 证 明了 , 控制 的 正则 性 和 初始 值 的 正则 性 之 间 的 常见 的 
关系 . 在 此 我 们 已 经 证 明了 , 对 正则 性 不 高 的 初始 值 , 我 们 能 用 正则 性 不 高 的 控制 来 
控制 . E 


范 数 的 弱化 
现在 我 们 先 男 定 空间 


F = HA(Q) x NA (4.119) 
- NS 


(4.120) 

我 们 将 每 一 对 数值 (99, 01) Cs SS 4.120 
OAV 

E, (4.121) 
eo -@NE Q 内 . 


我 们 有 e. ON 
Q S. i o C (0, T; H^! (Q)). (4.122) 
我 们 定义 由 六 间 ae 


G -— Gy x AS ES d A (4.123) 

IRF HF WIFE v: 
| A28, o ge = (VSP + Ie a". (4.124) 
从 这 些 过 程 , 我们 可 推出 , 对 下 面 已 知 值 的 精确 能 控 性 
{yy} ek, 
也 即 
(^y!) e Hà(Q) x H7 (9), 

其 中 控制 


{vo, v1} E€ Go x Gi, 
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此 处 G; 记 为 G: 的 对 偶 , i = 0,1. (请 与 前 面 的 两 个 精确 能 控 性 结论 对 比 一 下 .) 
为 了 达到 识别 空间 G 的 目的 , 也 就 是 识别 空间 Go 和 Gs, 我 们 引进 下 面 方程 的 


解 x 
A*y = ®! FE QA, 
X—-Ax-0 ÆT E. 
我 们 看 到 
当 (099,01) Pid F= Hi(Q) x HHO) 时 
BOW {x, 6°} 跑 遍 空间 V x HEO). 
我 们 定义 


O=) a es 
我 们 很 容易 验证 , w 是 下 面 方程 的 解 


w= Aw=0 


d. 
pane SS 
E eos SS (a9))), 
SS SÉ 


w!! + tw = 0 Se SN 


是 一 个 同 构 ， S NS 
E ND wy x Č H' (0, Ts I? (29))) 


DA 人 和 Aw OP dau’ 
uo gue 
{ te ðv ’ Ov 8v) 


同样 也 是 个 同 构 , 因此 
G = Go x G1 = ? ama )) x 2mo, T; L?(T(2°))), 
= H~ (0, T; (T(z " x L^ (X(^)). 
因而 我 们 有 
Go = H^ (0, T; L’T(2°))); Gi = D? (x(?)). 
Go = Ho (0, T; L(T(z7)); G1 = L?(x(z9)). 
因而 , 我 们 证 明了 下 面 的 精确 能 控 性 结论 : 


(4.125) 


(4.126) 


(4.127) 


(4.128) 


(4.129) 


(4.130) 


(4.131) 
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定理 4.6 ik OQ X R^ 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C4 阶 的 . RT> T(z0) = 
R(a9) 


“那么 对 所 有 的 初始 什 
| (y?,y! 1 e HÀ(Q) x H^!(Q) (4.132) 
存在 控制 
{vo, v1} € HE(0, T; L^(T(z9))) x (2(z9)) (4.133) 
使 得 系统 (4.1) (4.2) (4.3) 的 解 y = y(v) 满足 y(T) =y (T) = 0. Bi 
PE 4.15 ”控制 vo 和 vi: 不 是 相互 独立 的 . a 


TE 4.16 系统 (4.1) (4.2) (4.3) 的 解 y = y(v) EAP F, 满足 


y € C(0,T; Hi(0)) N ARA (4.134) 


注 4.17 “我 们 证 明了 ， CS 始 Xi E 
4.8 ”一 些 注解 
a) 能 控 性 时 间 bn tes 


我 们 得 到 的 能 控 un SACS ns 
应 用 Holm rea LA 论 4.2 中 的 唯一 性 结论 , XI T > 0, 


仍然 成 立 . M fü FE 3.7 中 类 似 的 紧 性 准则 , 我 们 能 够 
证 明 ， 前 面 的 LERA -— 才 所 > 0, 仍然 成 立 . 


TENA Se EKN 
无 论 如 何 ， eS ud 有 的 了 > 0 唯一 性 准则 的 证 明 . 
为 此 , 我 们 设 AT 


it 2 MER 
ie VA e) FO (4.135) 
$—Ao06—0 在 上 
消息 OB’ AG 
a ^t 0 Æ E(x) E. (4.136) 
ABA, 函数 C = e 同样 也 是 (4.135) 的 解 , 满足 
OA 
a = a - 0 在 2(z") E. (4.137) 


由 Holmgren 定理 (参见 第 一 章 定 理 8.1), 我 们 能 够 证 明 


cedi (4.138) 
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也 即 
p — 0. (4.139) 
因而 , 我 们 有 
b(t) = 6°, Wee [0,T], &'=0, (4.140) 
再 由 B 是 (4.135) 的 解 , 这 个 事实 
A? = 三 0 (4.141) 
以 及 边界 条 件 在 上 6° = A99? = 0, 这 意味 着 更 = 0. 
b) 仅 有 单个 控制 的 情形 
我 们 在 注 4.1 中 看 到 , 由 第 3 节 的 唯一 性 结论 ， 数 
| (2^, ® 3 := Se (4.142) 
4 T> Ae) ) 时 , 实际 上 是 一 个 范 数 ， eS 


S A ad NS (4.143) 
S^ (0) 
我 们 构造 空间 SS 


da So IN 在 r Cw = Aó -0 
dps ia (4.144) 
应 用 HUM, VAN 它 仅 有 单个 控制 ， 那 就 是 v. 
定理 4. Ses So LAAT Æ C? 阶 的 . 设 


那么 对 所 有 SS 


Oy —y)er FRIA (4.145) 
并 取 vo = 0, 存在 单个 控制 


使 得 下 面 系统 解 y = (vi) 
y + Ay — 0 在 Q A, 
— 79 (0) = yl 
y(0) — y^, y(0-—y ÆA, (4.147) 
y=0 DE, 
Ay = v1 & x. 


满足 y(T) = y(T) = 0. E 
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因而 , 借助 于 作用 在 Ay 上 的 单个 控制 , 我 们 控制 了 上 述 系 统 . 
关于 空间 F, 我 们 知道 点 什么 呢 ? 
在 前 面 一 节 里 , 我 们 证 明了 , 下 面 的 映射 


Hy(Q) x HQ) 一 2 on) x H^ (0,7; L'(T(z*))), 


(85,41) > (25, P0 


OV ) 
是 一 个 同 构 . 
用 完全 一 样 的 推理 方法 , 我 们 能 够 证 明 


H2(Q) x H-1(Q) > L2(X) x H-1(0,T; 12(T)) 
(09,91) (22, P2) D 
是 一 个 同 构 , 因而 , 特别 地 NS SS 
映射 (39,9!) 一 ols 是 从 HE (Q EAS iene (4.148) 
由 此 , 我 们 有 SS » ~ 
Kc x ES S (4.149) 


因此 Wy 
AS x qu (4.150) 
Hilbert 2 


但 是 ， < 空间 H, A H c F? 这 
po E N 
P ii SN 们 最 终 能 够 精确 化 这 个 空间 (与 J. BALL 的 私 
人 通信 ). 
取 Q = (0,7) ST) C N ® 满足 
g” 6-0 TE Q x (0,T) A, 
= Adb=0 在 00 x (0,T) E, (4.151) 


(0) = 6°, (0) 2 à 在 Q 内 . 
我 们 用 Fourier 方法 , 求解 这 个 问题 


(x,t) = D (amne tN + bnne 0m tmt sin mz, sin NTI, (4.152) 


T», —1 


此 处 amn, bmn 是 常数 , 它们 的 定义 式 为 


2 
(amn + Dan) = | D° (21, 22) sin mz, sin nza3dz dao, (4.153) 
Q 
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—i 


LL E seat 


E Qo! (21, 22) sin mz sinnzadzdza. (4.154) 


在 (0,7) x {0} E, 计算 I 一, 我们 有 


OD = . 2 ` 2 2 
ap, s 0) = 23 n(a,,, *nDt pp, enim? tn Jt) sin mzi 
2 


m,n=1 
= > ( n(amme™ tm )t 4 Bone n hee sin m2}. (4.155) 


序列 {sinma,} 是 L7(0,) 上 的 Hilbert 基 , 因此 


LŽ Gn, On, = E Y (V naan Ne: binneitm?+n*)ty 2 


m=1 n=l 


x DE lfm (t)? S SS (4.156) 
fm(t) = 3 SS +n?)t NS Q (4.157) 


我 们 进一步 指出 NS NS NS 
eo + ( as RO (4.158) 


这 意味 着 cu, BAL E" 定理 2.1) . 
i 


VT > 0 Vm SS 0E 
Se x (4.159) 
Cm D» (Jamal? K > < | dt < Cm,2 y» n? (lama |" "E Ibin |^). 
n=1 


因而 , 由 (4.156) (4.15 i 


其 中 


T A lc Gn, 0)Pdndt > Sia 2 n? (ass + Iba P). (4.160) 
不 等 式 (4.160) 显示 , (4.142) 对 所 有 的 T > 0 定义 了 一 个 范 数 . 由 此 , 对 任意 的 
T > 0, 在 一 个 Hilbert 空间 F" 中 , 我 们 有 精确 能 控 性 , 其 中 控制 v e LE), 其 支撑 
集 在 To x (0,T) 内 , To = {(a1,0)| 21 € (0,7))- 此外, XF T 2 27, 序列 (Cin) men 有 
一 致 的 正 的 下 界 . 
如 此 , 我 们 看 到 , 若 To = {(a1,0) |x: € (0,7)} CT, B T > 2r, 


06 T [* 00 
I| lero) = d f Ia; (m. OP dr1dt) (4.161) 
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在 (H? N HG(Q)) x HAQ) 上 定义 了 一 个 范 数 . 此 外 , 空间 
FTo)= (H? n Hg(Q)) x Hg (QFE Iller) 的 完备 化 (4.162) 
与 下 面 的 空间 , 恰好 一 样 
F(T) = {9° € 1*9) = epe L(0)) x (9! e HQ) ps T H ?(Q)) (4.163) 
由 对 称 性 , 若 我 们 取 范 数 
Blees S RE O soaa, (4164 
其 中 Ti = {(0, z2) | £2 € (0,5) C T, E T 2 2m, EN 


FT:) = (8? € 170) 2E MESSA SEN “(0)}. (165) 


JE BL, 最 后 对 范 数 S 
|| (d, es 2 REN NS (4.166) 


= did ANS (4.167) 
这 些 结论 ， esa ee 形 eee . HARAUX{3}). 


0) X5 we N 
BIA n 6.2), 从 定理 4.4 出 发 , 我 


sp IE] 
们 能 够 证 明 无 穷 Ki FE BUR, AEH 4.4 的 条 件 都 满足 , 我 们 有 
1 
} 


对 所 有 的 (o, rae 存在 控 无 穷 多 个 控制 


{vo, vi} € L2 (Z(a9)) x (K? (0,75 L(T(x9)))) 在 工时 刻 将 系统 带 到 平衡 状态 . 
(4.168) 


有 空间 


由 此 , 可 取 控 制 集合 
Una = {{vo, v1} € L?(X(x°)) x (1 (0, T; Z^ (P(27))) |y(7 v) = (T;v) = 0} (4.169) 
含有 无 穷 多 个 元 素 . 
由 构造 , 我 们 有 


Ui = zm. wy € L^(3(a9)), (4.170) 


此 处 , 导数 2 不 是 取 在 广义 函数 意义 下 , 而 是 取 在 HO, T; LTE) 和 它 的 对 侦 
空间 的 对 个 伪 意 义 下 
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在 这 种 情形 下 , 由 HUM 给 出 的 控制 是 Ua 中 的 元 素 , 它 使 得 下 面 的 二 次 型 泛 函 
re) =5 f NIE (4.171) 


取得 在 Una 中 的 最 小 值 . a 
d) 作用 于 非 柱状 部 分 边界 的 作用 


当 控 制作 用 于 非 柱状 部 分 边界 时 , 我 们 同样 能 够 证 明 精 确 能 控 性 
事实 上 , 我 们 取 , 例如 


m(z,t) = x — z? (t) 


及 


= ((z,t) € X | m(z,t) h 
BK m! llo qay 充分 小 , 我 们 能 够 证 明 与 第 Que 将 (0°) 换 成 Po， 
T (a?) PRM T (m). 
p EN AS S ), 因 门 重新 得 到 前 


e) 高 阶 系统 


UN A M Arenas - 


MN". 


UE 


(4.172) 
NS : »» vile n 
Ajy = QN diari RR 
0 在 L(x?) E; 
其 中 qEN,q>2. 
注意 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 通过 g 个 控制 对 系统 施加 影响 . a 


5 ”未 解决 的 问题 
5.1 下 面 系统 的 解 是 什么 


y+A2y=0 在 Q 内 ， (5.1) 
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y(0) =y° e L?(0), (0) = y' € H*(Q), (5.2) 
J EIE, OY -0 EEE. (5.3) 
0 在 (zx) 上 ， Ov 


我 们 是 否 能 够 精确 控制 ? 我 们 能 在 什么 空间 中 控制 ? 
I. LASIECKA 和 R. TRIGGIANI 在 [3][4] 中 , 对 特殊 的 情形 , 解决 了 这 个 问题 ， 
那 就 是 , 当 0 是 关于 x9 严格 凸 的 , 也 即 


(r—239).»(z)2Yy»0, Yzer. 
当然 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 有 3(zo) = X. it 对 {40,1} e HHO) x 
(H3 N He(Q)) 的 精确 能 控 性 , 其 中 控制 v e L2( i 意 地 小 . 
在 E. ZUAZUA 的 附录 1 P, EARS KIB POE) 
5.2 ”以 一 般 的 方式 , 替代 (5.3), IREN, SX S 
SS PRS on 


其 中 Bl Bs ~ Wow FEM). 情况 如 何 ? 在 本 章 中 ， 
poko, apap o 特别 是 引进 了 不 同 
A 


形式 的 范 数 ， 
5.3 mies pees 
设 是 下 面 的 ON 
Kso 在 Q x (0,T) A 


FE Bjo = 0 在 X 上 对 三 个 算 子 (ij = 1 2, 3) BOL, 这 三 个 算 子 来 自 于 四 个 算 子 组 
成 的 集合 ， 这 四 个 算 子 相应 于 Cauchy 型 数据 . 
在 最 终 设 T 足够 大 后 , 我 们 是 否 有 


= 0? 
此 处 , 同样 有 一 些 特殊 的 情形 , 在 正文 中 得 到 解决 . 


5.4 每 次 当 我 们 有 唯一 性 时 , 我 们 有 一 个 空间 F. 
有 很 多 情形 有 待 研究 : F 的 结构 , F 对 几何 结构 的 依赖 性 , 等 等 . 
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5.5 ”当然 对 弹性 系统 , 我 们 有 类 似 的 问题 

5.6 对 变 系 数 的 情形 , 所 有 类 似 的 问题 都 会 出 现 一 一 特别 地 , 非 各 向 同性 材料 的 弹 
性 方程 . 

5.7 相应 的 非 线 性 问题 一 -因而 , 例如 , 大 变形 的 材料 的 弹性 方程 一 似乎 完全 是 
未 解决 的 . 


第 五 章 ”同时 精确 能 探 


= 
ll 
ig 


在 此 之 前 ,我们 研究 了 ANS: 系统 的 精确 能 控 性 . 对 
cene SS 
Ka n O2 RIT) 定 


if 

P re (这 里 所 谓 的 单一 控 
yg 间 , 这 几乎 是 一 样 的 )? 

这 就是 题 . 


Paate ow [3] 对 Maxwell 方程 控制 问题 的 研究 工作 , 并 
且 由 J.-L. LIONS [3] 最 系统 地 研究 . 


应 用 HUM 方法 去 解决 最 初 的 一 些 模型 问题 (起 源 于 D. L. RUSSELL 的 模型 将 
在 第 2 节 中 被 研究 )， 趣 的 新 间 题 . 


在 本 书 中 , 我 们 不 可 能 作 十 分 详细 的 研究 . 对 此 问题 的 研究 将 会 在 本 著作 的 以 
后 几 卷 中 作 详 细 介 绍 . 在 此 , 我 们 仅 限于 讨论 下 面 两 种 情形 : 


i) 两 个 波动 方程 的 同时 控制 , 其 中 一 个 方程 具有 Dirichlet 型 控制 , 另 一 方程 具 
有 Neumann 型 控制 . 两 个 控制 是 相关 联 的 . 


ii) 两 个 y? + A?y; = 0 型 方程 的 同时 控制 . 
男 外 一 些 模型 例子 是 由 A. HARAUX [1] 及 E. ZUAZUA [2] 研究 的 . 尽管 如 此 ， 
仍然 存在 大 量 的 未 解决 的 问题 有 待 解 决 , 参见 第 A W. : 


现在 , 我 们 要 

义 的 系统 , SETS 
—9 iim 
i 
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2 由 两 个 波动 方程 定义 的 系统 
2.1 ”问题 的 提出 


it 0 是 R(n > 1) 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C2 光滑. Mit To 是 工 一 个 非 
ZFFE T » 0. 


考虑 由 两 个 波动 方程 定义 的 状态 yi 和 go: 
-Ay =0 在 Q@=Qx(0, T)A, 
(2.1) 
= Aga 一 0 在 Q Ay, 
满足 边界 条 件 
v 在 Xo = To X oR 
yı = | (2.2) 
0 ED \ Xo 


及 初始 条 件 AN S T 
y; Qu (2.4) 
ohne KA "f 


我 们 研究 系 S 4) rap fe AÈ E 
就 是 说 , 对 于 下 > "n eit 间 的 初始 值 (u$, vi, v2, và 要 找寻 


控制 {v, w} ae pc: yo( Æ yi(T) = 9007) = (T) = w(T) = 0 
din bat à S 


=—y 在 Yo 上 (2.5) 


Ot 


(导数 2 putent Ye su, 而 是 在 空间 IO, T; 1208) 及 其 夺 个 空间 
(£P (0, T; TD2(To))) 间 对 偶 意义 下 定义 的 )， 

由 此 可 知 , 只 需 寻 找 一 个 控制 v 使 得 系统 (2.1) 一 (2.5) 的 解 (yi(v), va(v)) 满足 
yi(T) = VW (T) = yo(T) = (T) = 0. 

我 们 将 应 用 HUM 方法 及 乘 子 法 来 推导 出 一 些 反 向 不 等 式 估计 , 并 由 此 证 明 同 
时 精确 能 控 性 结果 . 

在 第 2.2 节 中 , 我 们 将 讨论 To AT 的 情形 . 更 精确 地 说 对 于 某 个 x? ER", 取 

To = P(z?). 在 对 Q 作 一 些 严格 的 假设 条 件 后 , RITA T(zo) nT, (2°) = 

在 第 2.4 节 中 , 我 们 将 讨论 To = T(z?) 的 的 情况 . 
在 第 三 章 中 已 经 提 到 , 这 样 的 情况 会 带 来 一 些 附 加 的 处 理 难度 . 这 主要 是 由 于 齐 性 问 
题 的 解 在 交界 点 z e r(x) nT. (2°) 上 的 奇异 性 所 引起 的 . 如 同 第 三 章 一 样 , 我 们 将 
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局 限于 维 数 n = 2 的 空间 . P. GRISVARD ((3], [4]) 在 此 类 空间 上 所 取得 的 研究 成 果 
为 我 们 提供 了 使 用 乘 子 方法 的 可 能 性 . 


2.2 ”在 几何 条 件 下 的 精确 能 控 性 


考虑 两 个 非 空 有 界 区 域 : QQ C R^, n 2 2. 它们 的 边界 分 别 记 为 009 及 am, 
Jg C? 光滑 . fj C Qo, 并 且 


“Qo 和 mi 是 关于 2° € Q, 的 星 形 的 区 域 ”. (2.6) 


记 
Go: 


(2.7) 
BE 2.1 ”本 小 节 中 的 结果 适用 于 n==1 维 Moen no 
a 


#4 To = {b}) RT, = {b} (RAT = (a)). 
按照 惯例 , 记 


mz) = Lf — S Oy E DN 
T(x") ai «» h ex (2.8) 
Kes ret, N 
很 明显 地 WA 们 有 ss 
SN 0; no = ðN. (2.9) 


OZ 


MY, 


09 = T(z0) 


选择 边界 分 制 
To =I(2°), Ti =Te(x°) (2.10) 


并 且 寻 找 系统 (2.1) 一 (2.4) 的 同时 精确 能 控 性 , 即 满足 约束 (2.5) 的 控制 . 
应 用 HUM 方法 . | 
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”首先 考虑 如 下 齐 性 系统 
-Agl =0 在 Q 内， 
$/— A0,—0 QR, 
$,(0 =f, (0) = ği, 


$2(0) —95, ^ 5(0)— 93, 


©, =0 Æ xL, 

09», 0 0 

s oe TE 23(z0) T(a9) x (0, T). E, 
$,—0 在 D(x?) = XV XX) E. 


我 们 记 ‘> 
V = {8 e HHQ) = eS » SS 
W = (9 € v| Að RS Are! "S 


观察 到 在 此 情形 下 有 W c SN 


记 X>0 es SS 


LOY iS as f£ T,(2°) E. 
于 是 我 们 有 Se 

Y Ms S Vo c V, 
这 里 | :| 表示 L? (9) )" 空间 的 范 数 . 


对 系统 (2.11) 的 解 KON 2 分 别 定 义 能 量 函 数 : 
Ei(t) = LAG te) vt € [0,7], i=1,2. 
这 些 能 量 函 数 是 沿 着 运动 轨道 守恒 的 , 即 


1 1 
E;(t) = Eo; = AA ZR -|91?) vte(0,T], i— 1,2. 


(2.11) 


(2.12) 


(2.13) 


(2.14) 


(2.15) 


(2.16) 


(2.17) 


另 一 方面 , 我 们 知道 E (或 者 Gh?) 在 空间 HÀ (Q) x L2(0) (或 者 V x LA) 


上 定义 了 一 个 范 数 , ESO HHN) x LO 空间 诱导 范 数 . 
记 
E(t) = E(t) + E(t), Ve € (0, 7}, 


(2.18) 
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于 是 有 
E(t) = Eg = Eoi + Eo2, Vt € 0, T]. (2.19) 


范 数 Hy? 是 定义 在 空间 HE (Q) x LN) x V x LN) 上 并 且 与 (H9) x 17(Q))? 
的 诱导 范 数 等 价 . 
再 记 
T(z0) = AR(a?) + TL. (2.20) 
我 们 有 如 下 估计 式 : 


定理 2.1 ( 反 向 不 等 式 ) HOR (n>2) 中 的 有 界 区 域 , HRT XC? 光 
滑 , 几何 条 件 (2.6) (2.7) 满足 . L T > T(a?). 
那么 , 对 于 任意 的 初始 条 件 


[89,91 e H(A) x L7(0), re € WAX V. (2.21) 


系统 (2.11) 的 解 更; 及 Gy ud 


7 ey — T —T( S SA M 
定理 2.1 的 证 明 SYS 


采用 分 步 证 明 法 . 


pui WK RX 12 反问 不 等 式 . MF T > 2R(2°), 估 
Va MS 2) BONE mS ) aa 
X(z9) 


Qv 
步骤 2 AAAS EN. di 等 式 (2.30), 得 到 
T Eg2 + (5 (t), m: V» (t) pe 1o, EIS 


< 了 上 m- v(J9, V. o;|2)dx 
2 X(z?) 


< ;/ m- v|, ld5 
0 
NN (2.24) 
2 (2) 
另 一 方面 , 我 们 有 


|(4,(t),m» Vyalt))| < R(w°)Eo2, Vt € [0,T] (2.25) 


计 式 


dx (2.23) 
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以 及 
LE), B2(t))| < x Bon, vt € [0,7]. (2.26) 
综合 (2.25) 及 (2.26) 导出 
(Bu,m v9.0) « Ya,@if] ERE) + Pyme. (2.27) 


| 再 由 (2.24) 及 (2.27) 即 可 推导 出 : 


(T — 2R(2°) 一 T Bo z2 KAK (2.28) 


E T > 2R(0 4 & x: 下 成 立 . 
综合 估计 式 (2.23) 及 (2.28), 我 们 得 到 D 


(T — 2R(x°) 一 w= SE SC l^)ax. (2.29) 


NS ss 
步骤 3 我 们 将 证 明 如 下 佑 we KS ~ 
PO UE ANS (2.30) 
D(z?) 
假设 (2.30) nes KG 


AS Qi SS 2 R(a?) Eo, 
再 由 (2.29) pe. 


E R(a? 09 
(T — AR SEN S 2 NE 185p ax. (2.31) 


于 是 定理 证 明 完 毕 . 
现在 我 们 只 需 证 明 (2.30) 就 可 以 了 . 用 乘 方程 (2.11)1, 94 R (2.11) FFA 
在 Q 上 积分 后 , 得 到 


: (9795 + VV )dzdt = i OP 5 di 


» E , 
=f T dE (2.32) 
(HF 9) =0 Æ X,(a?) 上 成 立 ) 以 及 


| (94 9/ + Và! .VE2)dzrdt = [3 Pa dy = 0 (2.33) 
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(由 于 6, =0 在 了 上 成 立 ). 
将 (2.32) 及 (2.33) 相 加 后 得 到 


d 
| 3; (Pi bs + VÀ; - VE2)drdt 


= (40,80) + (va), Vea) = 人 T. eam — QM) 
X(z?) 
于 是 我 们 有 如 下 估计 式 : 
OP, 


| 5 95dX| < |((81 (t), 5(£)) + (V21 t), V&2(2))l6| 


X(x9) Qv 
X 2(Eol + Eo2) = NWA (2.35) 


定理 证 完 . | 
作为 估计 式 (2.22) 的 直接 结果 ， arty: 


推论 2.1 Q 满足 定理 21 ee xS ue (99,01) e 
e 


HEQ) x LQ) 及 [40,01] € W 


Ax aS (2.36) 
那么 6, 三 @ =0. SS Ey 
注 2.2 这 


AA 
dm à Feb. mmus T(z?) A 
一 个 尚未 解 S LEBEAU 和 J. RAUCH 在 附录 2 介绍 
oe , 我 们 证 明了 结果 对 所 有 的 T > 4R(a?) 
B 


从 定理 2.1 出 发 , 我 SR 能 控 性 结果 : 
定理 2.2 KO XR (n>2) 中 的 有 界 区 域 , HART Æ C2 KM. 几何 条 件 
(2.6) (2.7) 满足 , RH T > T(x?) = AR(z9) + 
那么 , 对 于 任意 的 初始 值 
(39,91, y2, Ya} € L?(Q) x HHQ) x IP) x V' (2:37) 


存在 一 个 控制 
v € L?(X(a?)) (2.38) 


使 得 系统 的 解 Gi yo}: 


- Ay =0, y-Aye=0 #QA, 
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jv 在 E(x?) 上 ， 
a 0 Æ X(x?) E, 


Oy? _ Ov 0 - 0 
dox Ble) 4, w-0 在 2s(z0) 上 


y(0-w. w(0-w. y2(0)= 42, w(0- 
满足 yi (T) = (T) = ya(T) = (T) = 0. 
定理 2.2 的 证 明 
应 用 HUM 方法 . 


我 们 首先 要 求解 带 有 初始 条 件 
SY xV 


(91,91,95,95) € DQ) x S 
的 问题 (2.11). | 


定义 范 数 S S A 
l| (91, CS ( ! SOC 
x( V 


并 且 构 造 空 间 QS 
p S S 下 的 完备 空间 . 
H 


wk H F 引 
由 于 (2 S br > GV 
: QQ x V x L*(Q) 


- e 
9) x L*(Q) x V’ x P(Q) c F' 


{09,01 09, 0l} Ee Fe 2e: + 9^ € L?(X(2°)). 


ATi, 从 (2.43) 知道 ; 
{®1, ®1, 22, 2} € F — (92,91) € Ho (9N) x L2(0). 


再 利用 第 一 章 推论 4.1 给 出 的 正 向 不 等 式 , 我 们 有 


BYTES A. 
很 明显 地 ， 


{6° 61) e Hg(Q) x Z7(Q) 1:08 L € L?(X(2°)) 


(2.39) 


(2.40) 


(2.41) 


(2.42) 


(2.43) 


(2.44) 


(2.45) 


(2.46) 


(2.4) 
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在 T> a ) 下 成 立 . 
综合 (2.45) 及 (2.47), 我 们 得 到 


(91,91,95,95) € F & (95,91) € Ha (N) x LO) & 9; e D ((2?)). 


因而 , 我 们 考察 下 面 的 范 数 

HEL 93 := ( n |o; Pax)! 
L(x?) 
并 且 构 造 Hilbert 空间 
G=WxV TÉ || lla 的 完备 化 . 
于 是 , 我 们 可 以 考虑 如 下 定义 的 范 数 NS : 
GcVxL( I? ees. 
ra Hj (Q)x SS x < 
并 且 SR 
P» 


dit ON 
S QO sn, 
SS / a3 ON 在 Q 内 
S x (T) = v4(T) — 0, 
co + 9) TE X(z?) E, 
{wr TE Dale” ck, 
Qj; 0,00, 


oco 495 在 D(x) E, 


p2 =0 TE Llr?) shes 


Vi 
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(2.48) 


(2.49) 


(2.50) 


(2.51) 
(2.52) 


(2.53) 


(2.54) 


这 里 导数 x m + 95) 不 是 在 分 布 意义 下 定义 的 , 而 是 在 H1(0, T; L2 (3(x9))) 


与 其 对 侦 空间 性 间 的 对 侦 ; 意义 下 定义 的 . 也 就 是 说 , 我 们 有 
< xm: +65), v»— L^ "s + $5)v'dX, 


Vu € H!(0, T; L?(V(x9))). 


(2.55) 
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使 用 通常 的 转 置 方法 , 我 们 可 以 证 明 问 题 (2.54) 存在 一 个 唯一 的 解 (0, V2) 满 
足 
(v4 (0), — (0), v5 (0), —2(0)} € F”. (2.56) 
RF ova v» 的 系统 已 经 分 别 在 第 一 章 4.2 节 及 第 三 章 2.3 节 中 被 研究 过 了 . 我 
们 请 读者 参看 这 些 章节 以 便 了 解 (2.54) 问题 解 的 存在 性 、 唯一 性 及 正则 性 的 讨论 细 
T. 
特别 地 , 我 们 有 


V1 € C(0, T; L?(Q)) n C1 (0,7; H^ (Q)), (2.57) 
(V5, —2) € L” (0,7; G^). (2.58) 
可 以 构造 算 子 D 
A: F > F'|A{®}, 1, 82,82} = {41 ( N (2.59) 
并 且 由 逆 问 题 (2.54) 的 构造 , 我 们 有 : S C 


< M9, BH $9 Ri ANS 
= | {89, ea 
"ema Sb iN 


我 们 现在 可 以 以 Bom 对 于 
任意 的 初 值 条 件 n be € 外 x RO x L?(Q) x V', 我 们 有 
人 X J2 


oe x V’ x LQ) CEF (2.61) 
并 因此 问题 oS 


a ^ (vi —yÎ, yi. —y2} (2.62) 
存在 一 个 唯一 解 (9, 1, £o c F. 以 此 作为 初 值 条 件 的 问题 (2.11) 的 解 记 为 ©, 
及 3. 定义 控制 


(2.60) 


v = P2. + oh e PBC) (2.63) 


即 为 所 求 , 
注 2.3 ”事实 上 我 们 已 经 证 明了 对 初始 值 
{y1 vi} € L°(Q) x H7 (Q), (y2,—9$) € G' 


kien 
经 典 的 泛 函 空间 来 表达 G 似乎 是 一 个 十 分 困难 的 课题 . BETZ — Gc 
Vx dn 并 且 也 可 以 证 明 W x V c G (参见 第 三 章 2.3 节 ). 仅 此 而 已 . E 
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注 2.4 ”在 第 一 章 及 第 三 章 中 , 我 们 已 经 知道 , 如 果 分 别 控制 系统 的 状态 (1. yo}, 
也 就 是 说 控制 间 不 相关 联 或 者 无 约束 条 件 , 那么 只 需要 时 间 T > 2R(zo), 然而 , 在 同 
时 控制 情形 , 所 需 的 时 间 大 约 是 翻 倍 . 

用 附录 1 第 4 节 中 的 方法 将 可 以 证 明定 理 2.2 对 所 有 的 全 > 4R(z0) v. N 
2.3 ”无 几何 假设 的 精确 能 控 性 

我 们 将 在 对 开 区 域 9 无 任何 几何 假设 的 一 般 情况 下 重新 讨论 2.2 节 中 的 问题 . 

这 样 的 情况 已 经 在 第 三 章 2.7 节 中 对 单一 方程 研究 过 了 .由 于 齐 性 问题 的 解 在 
交界 面 上 可 能 出 现 奇异 性 , 因此 在 应 用 乘 子 方法 时 处 理 上 会 有 些 环 手 . 出 于 技术 性 考 
虚 , 我 们 仅 限 于 考虑 n = 2 维 空间 问题 . 

在 此 情形 下 , 设 O 是 R 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 个 是 C? 光滑 的 . 我 们 给 定 一 个 
A z? € R 并 且 定 义 边 界 的 一 个 分 割 (D(29), D, 

沿用 第 2.2 节 中 的 记号 并 且 设 SX 


V = (9 e HM |S = QFN fr’) CM NS (2.64) 
W = ($ € VJA? S Se NEF (2.65) 


记 Ao > 0 是 使 得 下 式 成 SN Ts l 
A (2.66) 


对 于 系统 
x (2°) =T (2°) x (O,T) _E, 
0 在 (z?) = X \ B(x) 上 (2.67) 
Ov = 在 (a?) s 
y2 = 0 TE X,(z9) E, 
yi (0) z yi, yi (0) = 
Y2 (0) — yo, Uy» (0) = yi, 
我 们 有 如 下 精确 能 控 性 结果 : 


定理 2.3 OZR? PARER, 其 边界 了 是 C? 光滑 的 . 设 z0 CR? 以 及 
T> 4R(a?) + 3 
0 
那么 , 对 于 任意 的 初始 值 


(vivi y2 y2} € L*(Q) x H^ (Q) x L*(Q) x V' (2.68) 
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存在 一 个 控制 
VE 了 2(2(z0)) (2.69) 


使 得 系统 (2.67) 的 解 {y1, yo} 满足 ys (D) = y (T) = yo(T) = yh (T) = 0. 
定理 2.3 的 证 明 思 路 


完全 类 似 于 定理 2.2 的 证 明 过 程 . 
应 用 HUM 方法 . 首先 考虑 齐 性 系统 : 


$/—^0,—-0 在 Q@ 内 ， D 
©, =0 在 上 
(2.70) 
2a =0 ee E 
$,(0) = 99, s) «às SS SN 
$2(0) = 96, > KS 
利用 由 第 一 章 定理 5. ca ws 节 的 结果 , 如 同 前 面 
定理 2.1 中 一 样 ， NS 
d = eR " |l $9 ^ dX. (2.71) 
aa “> < 


Qe =(f 


D 
e 


di 


+ 8 azy^ | (2.72) 


并 构造 在 此 范 数 下 的 由 DA) x D(Q) x (C9 (0) NW) x (C9 (Q)nV) 导出 的 完备 空 
a] F. 
" gerne (2.7), BATA 

F c H;(Q) x L?(Q) x V! x LA) (2.73) 
并 且 由 此 导出 

H= (Q) x DN) x V' x LQ) c F (2.74) 


PELE SERA. 
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其 次 , 我 们 考虑 下 面 逆 问题 : 


V! — Ay = 0 在 Q Wi, 
yy — AU» =0 在 QW, 
Vi (T) = v4 (T) = Y(T) = v$(T) =0, 
(et ) ”在 (ro) E, (2.75) 
og p* 在 (x?) E, 
ana a t 在 Xi ES 


Qv 


定义 通常 的 算 子 A 并 且 验 证 SR 


我 们 可 以 求解 方程 


A{®}, i, NS "S NS ?S (2.76) 


并 且 能 够 证 明 控制 SS N 

D py SS (2.77) 

即 为 所 求 . SS E 
ik 2.5 eo 2 ah afines E 
使 用 附录 TOR 2.3 的 结果 对 所 有 T > 4R(z) 也 成 立 ， E 

2.4 一些 评 注 Ore 

2.4.1 SPRITE Sn 


在 本 章 中 , 我 们 并 没有 很 详细 地 介绍 非 齐 性 边 值 问题 的 弱 解 定义 ,以 及 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 及 正则 性 结果 

我 们 建议 读者 重 温 第 一 章 及 第 三 章 中 的 相关 章节 因为 前 面 应 用 过 的 方法 亦 适 
用 于 本 章 讨论 的 情形 . | 


2.4.2 ”控制 的 无 穷 性 


像 往 常 一 样 , 我 们 能 够 证 明 对 本 章 所 讨论 的 模型 , 如 果 存 在 一 个 控制 (或 者 两 个 
相关 联 的 控制 ) 使 得 系统 达到 平衡 状态 , 那么 就 有 无 穷 多 个 这 样 的 控制 . 

由 HUM 方法 给 出 的 控制 是 使 得 相应 的 能 量 函 数 在 可 允许 控制 集 上 取 到 最 小 值 
的 那 一 个 控制 . x 
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2.4.3 ”多 于 两 个 方程 的 系统 


在 本 章 中 , 我 们 仅 局 限于 讨论 由 两 个 波动 方程 组 成 的 系统 模型 ， 

然而 , 所 使 用 方法 中 的 基本 想法 仍然 可 以 适用 于 由 多 于 两 个 方程 组 成 的 并 带 有 
不 同类 型 边界 条 件 (Dirichlet, Neumann 或 者 Dirichlet 与 Neumann 混合 型 ) 的 系统 
精确 能 控 性 问题 . 对 一 般 情形 的 研究 结果 并 不 是 十 分 轻而易举 的 . 请 参见 未 解决 的 
问题 4.4. 


2.4.4 ”转变 范 数 


转变 范 数 的 技巧 可 以 用 来 获得 在 其 他 的 Hilbert 空间 中 的 精确 能 控 性 结 采 . 
特别 地 , 我 们 能 够 证 明 这 样 一 个 常见 的 规律 : SEAS EU PESE (或 降低 ) 
时 , 所 对 应 的 控制 的 正则 也 提高 (或 降低 ). E 


比如 说 , 在 第 2.2 节 的 情形 下 , 我 们 可 上 AS 
WE T > T M aA S 


EU poets KOO O vo} a OP + wy Pan 


(2.78) 


以 证 明 如 下 精确 能 控 性 结果 : 


利用 这 jh 
定理 2.4 S P, Rn 2 2) NER RU, 其 边界 是 O 光滑 的 , 并 且 几何 
条 件 (2.6) (2.7) 满足 


对 所 有 的 图 数 Qpa ANNY N {6 € WJA EV} x W 成 立 . 


TN T(z?) = 4R(2°) + = D 
那么 , 对 于 任意 的 初始 值 
{yf yi, Y2 Y2} € H- 1 (Q) x (H?(Q) n HG (Q))! x V’ x W' (2.79) 


存在 一 个 控制 


V € L*(X(z9)) (2.80) 


使 得 下 面 系统 的 解 Gs yo}: 
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e A1 =0 在 Q 9, 
a Ay» = 0 在 Q A, 
ð 
"m2. Æ (X?) E, 
0 & L (X") E, (2.81) 
ð 9? 
3 = a" 在 D(z?) 上 
yo = 0 在 D(a?) 上 
yi(0)= yf, w(0)-w. 
yo(0)=y2, y2(0) = và 
满足 yi (T) = (T) = yo(T) = yT) =0. D E 
2.4.5 ”精确 能 控 性 的 最 优 时 刻 T (a?) ~ 


应 用 附录 1 中 介绍 的 技巧 可 以 证 Se MB T > AR (a9) 
具有 精确 能 控 性 . 
然后 , Ty = 4R(z0) 是 否 是 精 gs =< 妆 未 被 解答 


3 两 个 振动 平板 方 和 RAN 
3.1 ”问题 的 提出 SS NS 
Eo EEY 是 C4 光滑 . XOT > 0 
Ke 将 集 动 平板 方程 定义 的 状态 函数 Qo) 的 同时 
能 控 性 问 KA 
S emen dra 
(3.1) 
Yo 十 A? y» =0 在 Q Ay, 
以 及 初 边 值 条 件 


人 =y?, y(0) = 41, 
(3.2) 


y2(0)=y2, yo(0) = ya, 
Ov (3.3) 
p=} d4EX Lb, Ap=u FED LE. 
我 们 的 目的 是 要 寻找 (4,09, vd} 并 使 得 如 下 相关 (或 约束 ) 条 件 


pe mco SU ESE 


(34) 


满足 . 
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于 是 只 需求 两 个 控制 (vi, vo). 我 们 可 以 通过 下 面 形式 的 边界 条 件 来 对 系统 加 以 
作用 及 控制 . 


n-0 dxb M. mk 
Ov 5 (3.5) 
yo2—v9 TED E, Am = => Ze XE. 
设 2° e R^. 附加 一 个 约束 条 件 : 
v =0 在 (zo0) = XX X(a9). (3.6) 
我 们 将 研究 (3.5) (3.6) 形式 的 边界 控制 问题 的 同时 精确 能 控 性 . 图 
对 应 于 yi 及 yo 的 系统 已 经 在 第 四 章 的 第 3 ui i eae 
过 了 .回顾 已 证 明 的 结果 , 我 们 知道 对 关于 oc e erem 的 控制 就 
可 获得 精确 能 控 性 , 而 关于 yo 的 系统 则 和 需 人 . 总 之 , 如 果 要 独立 
地 精确 控制 y 及 的 系统 ， > E 是 用 两 个 控制 
{01,02} 及 类 似 (2.5) 的 相关 条 件 来 ate 
ain er A "1 AN —— 
于 或 等 于 每 个 系统 达到 能 neu 2 1 sean 因为 
可 以 证 明 任 意 ae 控 | a 
RAEE RI PP Dt A SCR zem 3 节 和 第 4 节 中 已 得 到 的 
结果 . 先 讨 论 齐 ' sna ^ 明 反 向 不 等 式 . 接着 使 用 HUM 
方法 来 和 MSS SS 
3.2 RA 
在 本 小 节 中 , BONE Xt SN 
b! \A26;=0 在 Q@ 内 ， i=1,2, 
Bi(0) = 09, Bi(0) =i, i—1,2, 
(3.7) 
ics T -0 EZE, 
$,— A9,—0 1EQH. 
定义 能 量 函 数 
Et = UOP HASE), vt e (0,7), (3.8) 


Ext) = ; va (DF --IVA9s()P), vt € [0,7], (3.9) 
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它们 沿 着 运动 轨道 守恒 (参见 第 四 章 的 第 3 节 和 第 4 T), 即 


F,(t) = Fo = zdel + |AGMN), vt € 10, T), (3.10) 
Fia(t) = Eo2 = sven? +|VA2|?), vt € [0,7]. (3.11) 

再 定义 总 能 量 
E(t) = F(t) + Ext), Yt € [0, T]. (3.12) 


我 们 有 
E(t) = Eo = Eon + Eos; vt € (0, T. 


记 特 征 值 ix 
gao ay 3.13 
: MN S 


|Vw| < Bx S» € un, | < (3.14) 
i AS MY S 
又 记 uà 23 -A 1E Hi( SSS VRH 
Iv 


RO € ex (3.15) 
SM oS eS vn (3.16) 


AE LEX 
YD = AS =0 FET E}. (3.17) 
Q 


n (Q) x L^ (0) x V x Hà (0) 是 与 2(Q)x L(A) x 
H? (Q) x H'(Q) ees 

MANET 

定理 3.1. ik O X R^(n 2 1) 中 的 有 界 区 域 , HART Æ 04 光滑 的 ， 又 设 
2° ER" AT > T(z"). 

那么 , 对 于 任意 的 初始 值 


(21,91,95,93) € Hj(0) x L*(Q) x V x Ho(Q) 


估计 式 
OA, 


2(T — T(39)) Es < R(x? af (Ao, + Raat 5 Bv 


)?dd) (3.18) 


”成 立 . H 
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定理 3.1 的 证 明 
由 第 四 章 定 理 3.3 知道 , 估计 式 
0 0 
We a | |A9, [245 
入 0 2 E(x?) 
0 0 
or — Be ge RED i |Aà; |2d¥. (3.19) 
jT 2 I 


AAS), 根据 第 四 章 定 理 4.3, 我 们 有 
) Ree?) eae TN 


2(T — ——) Foe < 5 Vat ( )*) dy, 
B(x?) yV 
由 此 推出 
2(T — R?) )) ) Bos < ee fi TS a (3.20) 
» aes S 
为 一 方面 , 用 p, (或 91) LUN ie 积分 , 由 此 我 们 得 到 
I RO / AN, (3.21) 


NY QRS = (3.22) 
于 是 可 OG 
AUN S + AS ades 
SS 


(1), 4(1)) + (A9:(0), ^95())IT (3.23) 
再 由 于 A 
EL), B40) + (A2: (9, A(O) 
< TIBO] + AS OV AD) 
< BW) = LB, 
于 是 我 们 有 


| [ ae, Pax] < PLI (3.24) 


综合 (3.19), (3.20) 及 (3.24), 便 获 得 估计 式 18). 
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注 3.1 ”从 定理 3.1 中 的 反 向 不 等 式 出 发 , 立刻 可 以 导出 下 面 唯一 性 条 件 : 
“如 果 {6,62} 是 系统 (3.7) 的 解 并 且 > T(x), 


095 


A9, _) dd d 
OV 


成 立 ， 那么 中 1 = Do = 0.” 
这 样 的 唯一 性 结果 (参见 J.-L. LIONS[3]) 是 一 种 新 的 类 型 (也 可 参见 未 解决 的 


问题 4.5). 实际 上 , 它 对 所 有 的 T > 0 均 成 立 (参见 附录 1). L 
iE 3.2 (E. ZUAZUA) 用 Að, (BK A91) (或 82) 的 方程 并 日 在 Q 上 
积分 , 我 们 得 到 SS 
zat 


(VOY Ve de E d (3.25) 
if (V5, VÀ/ + V(A) SAS vA (3.26) 
将 上 面 两 个 等 式 相 减 后 得 KN 
LEA nes Vor SS 
bH 
ond 1V 05 NS 
y )) - (V$1 E), Vbo(t))) 6 


NS SES NN + (DID, AB (8-27) 


因为 有 如 下 1 


以 及 


K > + GA), A5 (0) 
< xc Iv8(1A9. (| + HOYAS) 
0 Ho 
1 1 
< max S mu 


我 们 便 可 得 到 


d nu lan < 2max(—, —) Bo. (3.28) 
^ K o Ho 
综合 (3.18) 及 (3.28), 我 们 有 对 于 


T > P(e) = T(a°) + maxi, 7 (29) = (— + 2max(s—, —)) RCO") 
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估计 式 


A 
2(T > T(2°))Eo < AP 


Ov 
成 立 . Hi 


注 3.3 ”按照 第 四 章 中 推论 3.1 及 推论 4.1, 我 们 拥有 正 向 不 等 式 , 即 存在 一 个 
常数 C > 0 使 得 对 任意 解 (01,05) 以 及 T » 0, 有 估计 式 


T [aor EY e (aa + gode — q929) 


Ov! ðA 
f (A; + BU —— y*dX + [a "os Ay ——*)?du < C(T + 1) Eo (3.30) 
以 及 估计 式 
f OB) » 09» 
(Aer, PAG S) S (3.31) 
y Y 
B 


3.3 ”精确 能 控 性 


从 前 面 证 明 的 估计 式 出 发, 利用 a on 能 控 性 的 一 


些 结果 . 
考虑 下 面 的 系统 : 
"E m" SY 在 ~ 
yi uU = CS EE 内 ， 
Qn = RIS 
NETS (3.32) 
在 (2°) E, 


aa EEE, 


ð 
yı (0) = A =yi, y2(0)=y2 y(0) = 
我 们 有 


定理 3.2 i OQ X R"(n 2 1) 中 的 有 界 区 域 , HART Æ C* 光滑 的 ,又 设 
z” ER” ETT. 
那么 , 对 于 任意 的 初始 值 


(1 Yi Yoo Yat € L?(Q) x H-2(Q) x HHQ) x V' (3.33) 


存在 两 个 控制 
{v1, v2} € L?(X) x L?(X(a9)) (3.34) 
使 得 系统 (3.32) 的 解 (yi, yo} MR yi (D) = (TD) = yo(T) = (T) = 0. n 
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定理 3.2 的 证 明 想 法 


定理 的 结论 可 以 由 估计 式 (3.18) 以 及 HUM 方法 来 证 明 得 到 . 
我 们 定义 范 数 : 


04: QAO 
(95,91, 95, atle = (f (A0: + aa f. an we D^ (8.35) 
并 引入 空间 


F = D(Q) x D(Q) x (CM) N V) x D(Q) FEVER |- e 下 面 的 完备 空间 .。 (3.36) 


由 (3.18) 及 (3.30) 知道 
F = Hj() x Z7(Q) x AR (3.37) 


"-— ey N MS 
接着 , 我 们 要 考虑 道 向 问题 KS SN 
V + A) SS RS Qy 
RION 
Se : 
Ree fr, (3.38) 


在 D(z?) E, 


0 S TE X.(a?) E, 
Adj = ES P) TE X Lb. 


由 第 四 章 3.5 节 及 4.5 节 中 得 到 的 结果 , 知道 系统 (3.38) 有 一 个 唯一 的 解 (1, v2) 
(理所当然 地 适用 于 转 置 方法 ) 使 得 


并 且 


{4i (0), —% (0), pa(0), —1»(0)) € F. (3.39) 


这 样 我 们 就 可 以 构造 通常 的 算 子 A 并 且 能 够 证 明 它 是 一 个 从 F 到 Fr 上 的 同 
构 算 子 . 
通过 求解 方程 


A{@!, ði, $9, $1) m= (ul, —y), yi; —y2} (3.40) 
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得 到 控制 
= Ağı 十 一 一 oes € L?(3), 

p Ov (3.41) 
v =- EPEE’), 

它们 能 将 系统 带 到 平衡 状态 E 


注 3.4 ”从 估计 式 (3.29) 出 发 , 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 对 初始 值 满足 (3.33), 
T > T(z9) 以 及 下 面 形式 约束 条 件 下 的 精确 能 控 性 


oy (3.42) 


ð 
eo Æ xL, LATEST 在 EE, 
_ Oy2 — o 
yw=—v2 在 2 上 ， a iG 


这 里 


用 于 yo 的 控制 是 在 整个 边界 D E — 
— a 


注 3.5 ”我 们 建议 读 


ivi, ui e( SS (3.43) 
在 此 情形 下 , 达到 同时 精确 能 控 SC 会 we > T(z^). f£ 


NS si Don THIER ee 
— f; ~ 
注 3.6 ey X pee 在 一 个 控制 (或 者 一 组 控制 ) 使 


得 系统 达到 平 KA 的 控制 . 由 HUM 方法 给 出 的 控制 使 
得 相关 的 能 量 SA 小 值 . = 


aT syn 证 个 方程 以 及 带 有 不 同类 型 边界 条 件 的 场合 . 
详细 讨论 参见 J. LAGNESBAI SL. LIONS [1] E 


注 3.8 meni e 我 们 还 能 够 得 到 其 他 一 些 精 确 能 控 性 结果 : 如 果 初 
始 值 的 正则 性 提高 (或 降低 ), 那么 所 选取 的 控制 的 正则 性 也 可 提高 (或 降低 )， — w 
我 们 已 经 证 明了 系统 对 所 有 时 刻 T > T (29) 是 精确 能 控 的 . 当 了 全 > 0 任意 小 时 ， 
精确 能 控 性 的 结果 仍然 成 立 (参见 附录 1). B 


4 ”未 解决 的 问题 
4.1 由 推论 2.1 给 出 的 唯一 性 定理 引导 出 一 些 如 下 类 型 的 问题 : At PLC 


(x,t) FEQ~x (0,7) 内 定义 , i=1,---,¢ 


4 未 解决 的 问题 : 233 . 


满足 下 面 方程 : 
6 — Ao; = 0 (4.1) 
及 边界 条 件 oe 
b .6,=0 在 了 =Tx(07T) E. (4.2) 


在 (4.2) P, 不 是 关于 下 标 i 的 相间 o; 及 Bi 是 些 定义 在 TT 上 的 适当 函数 . 
假设 存在 另外 p (p < q) 个 连接 Se > 及 Bi (Æ X RA Xo CU b) 的 附加 关系 
xx. 
什么 时 候 我 们 会 有 亚 ; = 0, vi? 
对 这 类 问题 的 讨论 缺乏 文献 记录 . 这 方面 的 最 初 结 果 好 像 是 由 J.-L. LIONS [3] 
给 出 , 并 且 在 推论 2 中 对 T (a?) 的 估计 作 了 改进 . 候 仍 然 不 是 最 优 的 (参见 附录 1). 
我 们 也 可 针对 第 3 节 中 的 结果 提出 质 "esu, 
42 考虑 另 一 类 型 的 问题 . 记 y i= L RE 


; —aAy; = (4.3) 


这 里 方程 彼此 不 同 , HI Kw 
所 


85. QN (4.4) 
用 一 个 相同 的 控制 on g S SI, 


eed in uin fü Sets 

此 类 系统 的 个 eae AUX [1 
4.3 在 第 2 itt E 能 控 性 , 其 中 一 个 方程 带 有 
Dirchlet sheer —^r MZ eumann 型 边界 条 件 以 及 部 分 边界 上 的 齐 
Dirichlet 条 件 . 这 显然 不 是 纯粹 的 Netmann 边界 条 件 , 对 这 种 情形 的 研究 需要 使 用 
大 量 附 加 的 技巧 . FOE we ui E. ZUAZUA [3] 的 工作 . 


4.4 Lih Acte AQUIS 两 个 (或 两 个 以 上 ) Petrowski 型 方程 组 
成 的 系统 . 在 第 3 节 中 我 们 已 经 讨论 
这 样 的 情形 , 还 有 同类 型 的 边界 条 件 有 待 研 究 和 解决 . 


4.5 再 介绍 下 面 一 个 问题 . 考虑 方程 组 


jaro 在 Q x (0,7) 内 ， (4.5) 
—A®y,=0 TEx (0,T) A. | 
我 们 选择 控制 
i 在 其 X - T x (0,7) 的 全 部 或 局 部 上 ， (4.0) 
o 其 他 ， 
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以 及 
y — 0 ft xL, 
Jw EU Hea E, (4.7) 
"le 其 他 
可 否 通过 满足 一 定 相关 性 的 v 及 w (比如 v = w) 来 精确 地 控制 系统 ? 

4.6 现在 考虑 一 个 耦合 系统 , 比如 弹性 系统 . 能 否 只 对 某 些 分 量 加 以 作用 来 达到 对 
整个 系统 的 精确 控制 ? 能 否 用 相同 的 方式 来 作用 于 每 个 状态 分 量 而 使 系统 精确 能 
控 ? 这 类 问题 已 经 开始 被 关注 . 参见 E. ZUAZUA [3]. 


D 
Sod 
SOX 
SOS 
SOS 
SO 
SOAS 
SOS 
SS 
YS 
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1 引言 
在 前 面 儿 章 中 ， às k oe 


变 系数 尤其 是 带 有 i bs 


”这 是 一 个 带 有 间断 系数 的 


在 本 章 中 , RAT 
系统 模型 

如 同 前 面 各 RES ASS 
2 SS 


BO RO) Æ RS > XS 其 边界 分 别 记 为 工 及 Ta, 均 为 0? 
光滑 的 . 并 且 有 


WCR. (2.1) 
我 们 假设 
Q4 是 单 连通 的 (2.2) 
并 且 记 (参见 图 6.1) 
Q9 =2\01 (2.3) 
(Qo 是 图 6.1 PHARRR). 
于 是 有 


给 定 T > 0 及 两 个 不 同 的 常数 aa» > 0. 
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图 6.1 
系统 的 状态 记 为 S 


Yi = yi (a, t) 2072. Sus eS (2.5) 
它们 分 别 满足 如 下 波动 方程 : S SS 

y! —a;Ay; =0 TE Qi S x oD, i a (2.6) 
ES 


以 及 初 边 值 条 件 : 
(oo A dys NS 
(2.7) 
- Qs 0; (NC 2. 
S Qi =F 


2 二 CN ) Ee? (2.8) 
另外 "ee OG SN 

iQ ON 34 =F; x (0, T) 上 
(2.9) 


注 2.1 容易 看 到 , 这 是 如 下 形式 的 一 般 波 动 方程 的 一 个 特例 : 
y - Y gs ese) —0 EQ x (0,T) 内 ， (2.10) 
ij ý 
这 里 间断 系数 aij(z) € LQ), i= 1,2, n. 
所 考虑 的 特例 对 应 于 


Q1 如 果 zeQi Hi-; 
aj(x)— a9 WReEM Hi=j, 
0 JUEzcOHiz;j. 
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注 2.2 ”单位 法 向 量 场 v 是 指向 o. 外 部 的 . 因此 , 在 边界 D 上, MEH v 是 
指向 Qi 内 部 的 (参见 图 6.2). 


图 6.2 


我 们 要 研究 系统 (2.6) (2.7) (2.8) SN 对 于 给 定 的 


RAR v 使 得 系统 在 


T 时 刻 达到 平衡 状态 , BI 


v Quad Qe (2.11) 
控制 v 仅仅 是 作 Kona 任 独 控制 作用 于 区 分 01 及 Qs 的 
内 边界 T. 作用 于 EN VZ&TP2.9) 来 对 状态 yi 产生 作用 . | 
所 研究 的 系 多 系统 六 有 当 T 充分 大 时 才 有 可 能 是 精确 能 控 
的 . 精确 能 NL giten (1/,/ax Œ Q1 P, 1/./a2 FE Oe is 
a 045 
像 通常 一 样 ， m ON PARE x 的 一 部 分 xo 上 施加 控制 的 可 能 性 , 也 


SS 


我 们 将 会 关注 某 些 具有 Do = D2), 2° € 0, 形式 的 集合 并 且 在 下 面 两 个 假设 
条 件 下 证 明 系 统 的 精确 能 控 性 : 


v=0 在 Y\Yo 上. (2.12) 


0, 是 关于 r 的 星 形 区 域 (2.13) 
Qj] > 82 (2.14) 
(这 两 个 假设 条 件 仅 从 第 4.2 节 起 才 被 使 用 )， 


本 章 的 组 织 如 下 : 
_ 第 3 节 回 顾 变 分 公式 的 _ 些 经 典 结果 以 及 传输 问题 的 求解 
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一 一 第 4 节 建 立正 向 及 反 向 不 等 式 ; 

一 一 第 5 节 证 明 精 确 能 控 性 问题 的 主要 结果 ， 并 且 简 要 地 介绍 非 齐 性 问题 (2.6) 
(2.7) (2.8) (2.9) 的 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 正则 性 结果 ; 

一 一 第 6 节 介 绍 用 通常 变换 范 数 技巧 推导 出 的 一 些 不同 结 果 ; 

一 一 第 7 节 给 出 一 些 讨论 和 注解 ; 

一 一 第 8 节 提 出 一 系列 的 未 解决 的 问题 . 
3 ”基本 结果 


考虑 如 下 系统 
0" 一 aiAbi = fi ES — 1,2 


0;(0) = 69, &/(0) = 0 RS 
(3.1) 
m SX 
其 中 (f,09,011 € L1(0,T; AE KO, SS- 
相 容 性 条 件 即 
OS 
(3.2) 


01 在 E Qi 内 ? 


SS (3.3) 
在 Qo 内 
"- "e 


此 问题 ‘> 


0 € C(0,T; Hy (Q)) n C0,T; L7(Q)), (3.4) 
0' d dxdt + i V0 . Vddadt 
[ftm F a f, [vo 
= -à [ a fiddzdt, | V$ c D (Q x (0,T)) (3.5) 
以 及 初 值 条 件 : 
00 在 Qi 内， 0 在 Qi 内， | 
0(0) — 0'(0) = (3.6) 
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那么 我 们 称 {01,02} 为 所 考虑 系统 的 一 个 弱 解 . 
注 3.1 AE (3.3) (3.4) 等 价 于 
0; € C(0, T; H1(Q,;)) nC1 (0,7; L?(Q:)), i= 1,2, 
b =b d£ 
0;—0 在 2 上 . 
我 们 也 能 看 出 条 件 (3.5) 隐 含 了 相 容 性 条 件 : 


s By "By 
实际 上 , 在 (3.5) "HIC à; € D(Qi) = D(Q; x (0, X 
07 — a, Ad; = f. 


于 是 对 于 ge D(0), 我 们 有 S NS P 
= | i 人 0' ¢'dadt qe QS 
SANUS EOM 
: ae] (po. ga 
ie ee 

ANS RA, E m) +)¢d5 = 0. 


| 关于 解 的 存在 性 、 唯 性 及 正则 性 , 我 们 有 如 下 结果 . 
引 理 3.1 (a) 假设 


(609,01, fi} € H1(Q,) x L7(Q;) x L(0,T5 L ()), i=1,2 (3.7) 


4274? 


9? = 09 在 I4 JE 
那么 问题 (3.1) 存在 唯一 的 解 {01,02} 


6, € O(0,T; ED))nCLOT; L(Q;)), 512 (3.9) 
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”满足 
b =b 在 Dl 上， 
(3.10) 
6.=0 FEU E 
另 外 ， 
映射 (09,01, filii. ——À (6i, 0: i1, (3 11) 
在 所 对 应 的 空间 拓扑 下 是 线性 连续 的 | 
(b) 如 果 数 值 满足 
(09,01, fi} € H?(Q;) x H1(Q) x L1(0,T; H1(Q)), i=1,2 (3.12) 
且 QS 
ei = 0) A 
fi = f2 ONE IS 
65 = Qr 上 以 = SN (3.13) 


h= NS: S 
oot Cy Q 
SN 8v S , 
那么 , 问题 (3.1) pis AS 
| SS c Isa), i = 1,2, (3.14) 
其 满足 eKO Q | 
S TRE 在 Ti E. (3.15) 


其 次 ， | 
BJ (09, 01, fiii — (01,01) i 
在 所 对 应 的 空间 拓扑 下 是 线性 连续 的 . 


it 3.2 上述 引 理 的 结果 是 标准 的 , 只 需 使 用 常用 的 证 明 方法 即 可 获得 . 引 理 
的 (a) 部 分 , 在 Q1, 09 是 Lipschitz 边界 的 条 件 下 仍然 成 立 . 

引 理 的 (b) 部 分 实际 上 是 一 个 正则 性 结果 . 为 此 需要 提高 区 域 边界 的 光滑 性 . 本 
章 中 均 考 虑 具有 C? 光滑 边界 的 区 域 , 引 理 的 (b) 部 分 成 立 . E 


注 3.3 ”对 于 引 理 (a) 的 结果 , 容易 看 到 函数 
9 — 04 在 Qi AY, 
9。 EQ 内 


(3.16) 


满足 
0 € C(0,T; H1(Q)) n C* (0, T; L?(Q)), 


这 是 因为 相 容 性 条 件 (3.10) 被 满足 的 关系 . 
然而 , 在 引 理 (b) 的 结论 下 , 尽管 有 


0; € C(0,T; H^(Q;)), i— 1,2, 


但 不 一 定 成 立 
0 € C(0,T; H?(Q)). 


因为 , 由 (3.15) 我 们 得 到 D 
004 u ay 00» S 
Ov 7 ag OV ASQ , 


这 里 yp 这 就 证 明了 4 SOS. , S ee 
a uu 我 们 给 出 证 明正 向 及 反 向 不 


等 式 . AY RA 人 
532 3t qz Y) X Sy" 一 个 向 量 场 
对 于 问题 < a sat — AN , 02} 在 引 理 3.1 (b) 的 意义 下 光滑 , A 


么 我 们 有 
0i Q Odk 
f t T 一 Ogk / 2 " " 
E. m (OK + 7 人 Lom (I8;| a;|V0;|*)dadt 
| 0; Ogn QO; 
is A OZXKO OTE dadt) 


+aı(1 a! x: qkVkl 571 dX 2 " qkVk|V01| dX 


Q2 2 a2 062 2 
ce V ay = 一 二 |“d》 
十 a MALA 02| 9 [s^ 9 | 


= A [je i dudt. (3.17) 


1—1,2 
注 3.4 记号 (,)o, 表示 L?^(0,) 空间 上 的 内 积 , i = 1,2, 也 就 是 说 


(u,v)o, = | u(z):v(z)dz, Vu,v € L?(Q;), i=1,2. E 
Qi 
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引 理 3.2 的 证 明 
采用 分 步 又 证 明 方法 . 

步骤 1 用 ay 乘 以 关于 0, 的 方程 . 通过 在 Q, 上 的 分 部 积分 , 得 到 : 
(65 (t), ax au) ol = d Dang (0 I? — a4|V6; )dzdt 


Oqk 004 004 !12 
e On, Oa; sane | qi V4.1: | d» 


00, 06, : 
十 QI thao = T | wmlva d3 


=J fidc 5 dad. 
注意 到 在 边界 D E, 外 法 向 向 量 场 v eng 


应 用 第 三 章 中 的 记号 , 有 <> 
AD 
V0, = n bt S p SS SN 


于 是 我 们 有 


+a 


(3.18) 


5, lal” = a2|V 021? )dzdt 


0 
ES À LN | S di 
52 2 
-a | Jd "em dx 
"A foa dzdt. (3.20) 


FIM 


在 上 式 中 , 我 们 利用 了 条 件 
00—60,—-0 在 上 


T soe 
步骤 2 FA gl AS > 上 积分 后 得 到 | 
RA 


并 由 此 导出 的 
Vê = = y 在 X hu 


为 一 方面 有 


qkz—-dÀà 一 


00, 00, ep 002 
E LR: 人 (qxv rd: V ,05)dX. (3.21) 
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步骤 3 将 (3.18) 和 (3.20) 相 加 并 利用 下 述 条 件 后 即 可 获得 (3.17) 5X. 
(i) Æ X1 E 6 =b, 并 且 由 此 导出 在 21 E01 = 05. 那么 


|, lP- PaE = 0. 


(i) E X, E a PP. = a22, 利用 (3.19) 及 (8.21), 可 以 推导 出 
86, 20 00, Əb 
ov wae = a f Br pp 


oð 
on a 05)dX 
x 


=af 5 ar ELLLES (01 — 02) 


=0(1— zi RAN < b E 
现在 考虑 齐 性 方程 
— Ağ; MESS VANS eM 
2o) - ete nos 
NAA [em (3.22) 
bá SK A 


—0 
以 及 相关 的 久光 | 
五 RS (t)|d, ), vt e [0,T], (3.23) 


FEB |. Jo, 代表 LO) ON 空间 的 范 数 , i = 1,2. 于 是 , 我 们 有 下 面 的 能 
量 守 恒定 律 : 
引 理 3.3 ”对 于 齐 性 问题 (3.22) 的 所 有 弱 解 (04,05) 


E(t) = Eo = 5 Y, (918, + alv), YEE 0,71 (3.24) 
4 不 等 式 估计 


在 本 段落 中 , 我 们 将 给 出 一 些 先 验 估计 式 ， 它们 对 使 用 HUM 方法 来 说 是 必 不 
可 少 的 . 
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41 正 向 不 等 式 

对 于 问题 (3.1), 我 们 有 如 下 结果 . 

定理 4.1 假设 全 > 0. 那么 存在 一 个 常数 C > 0 使 得 对 于 所 有 的 问题 (3.1) 的 
弱 解 (01,02) 满足 


00 
[Le I=“ "dd < C(T +1) Py (402127: (o, ) + lerle + Il fall. ¢0.7-22(@,))): (4.1) 


4=1 


定理 4.1 的 证 明 
我 们 利用 等 式 (3.17) 并 且 在 其 中 取 q— n € As 


- 在 I 上 
(4.2) 


我 们 于 是 得 到 SS 
a f jo Pax = XG, ino) [T NA » A ay| V6;|?)dzdt (4.3) 
SS Y Reps dat) 
— QUE an 
z[ E e cS FIVER moray (44 
) Fs y) 


+|| D e 
再 利用 解 的 线性 连续 性 性质 ~ 六 导出 (4.1) 对 正则 解 成 立 . m 
通过 标准 致密 性 原理 < 名 以 证 明 (4.1) 对 弱 解 亦 成 立 . 

注 4.1 上 述 定理 证 明了 对 于 所 有 的 弱 解 (01,02) 有 2 c LX). 显然 这 是 


h=0 在 Qi SS 
AN T D A 


一 个 解 的 正则 性 的 结果 . ü 
注 4.2 不等式 (4.1) 中 的 常数 C > 0 是 与 T ARW, 它 仅 依赖 于 Iw (0) 
及 系数 值 cl, a2. E 


作为 定理 4.1 的 一 个 直接 推论 , 我 们 有 下 面 正 向 不 等 式 估计 . 


推论 4.1 ( 正 向 不 等 式 ) RT > 0, 那么 存在 一 个 常数 C > 0 使 得 对 于 方程 
(3.22) 的 所 有 弱 解 (94,05), 不 等 式 


| aan < C(T +1)Ep (4.5) 
y: VY 
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成 立 . | : 
42 ”上 反 向 不 等 式 
为 了 获得 反 向 不 等 式 , 我 们 需要 两 个 附加 的 假设 条 件 : 
Qi 是 关于 r e Qi 的 星 形 区 域 (4.6) 


以 及 
a, > Q2. (4.7) 


iE X. m(z) =z- z0. 注意 到 条 件 (4.6) 是 等 价 于 


m-:v-myvy LO & n Ses (4.8) 


这 是 因为 v 是 指向 Q 内 部 的 
记 ! SS S SN 
NS SS 


由 于 a OS m, ROB ayy 


s < RD = Roy) (4.9) 


再 记 YS 
T (z?) eon > 0j, 
E(x?) —F(z?^) x (0, T), (4.10) 
T(z?) 2 INF(a9), X. (x9) = P, (a?) x (0, T). 

我 们 有 下 面 结果 . 


定理 4.2 (REPER) ”假设 (4.6) 及 (4.7) 两 个 条 件 满足 , 并 且 有 下 > T(x?) = 


ae), 那么 对 于 问题 (3.22) 的 任何 弱 解 (4,05), 估计 式 


Ov 


(T — T(z9)) Ey < Bho) 上 m Pas (4.11) 
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定理 4.2 的 证 明 
在 等 式 (3.17) FIR q(x) = m(x) = x — z0, 于 是 我 们 得 到 


2 
X4 十 X24 Yo. CAK — a;|V9;|?)dxd£ + a: f |\V®;|?dadt) 
Qi 


o 
ate =) Ja mevel pt Pad 


一 一 z[ my (VB [dx + 22 f mpvk|V $5 |?dX 
2 Js, 2 Js, 


= [ mni pas, «an 
m S 
= (9/(t), m ES i ~ (4.13) 
男 一 方面 , 我 们 有 
Ive; = I cae ERS ae 
" XS 


再 利用 an Y SOS 


= (ai — a2) Se DE min al > (4.14) 


由 (4.12) 及 (4.14) 导 


CN ea C 
SS Qe, 


kvx|V9|^dX + — ih" mkvk| V2] dE 


Xi + X2 十 > Gf (| 更 人 一 a,|V®,|?)dadt + a: | |V ®;|?dadt) 
i=1,2 Qi Qi 


a2 R(x?) 09, 
一 Nes 
2 E(x?) ðv 


上 式 第 三 项 可 以 写成 


Pas: (4.15) 


" f (|B)? — ai|V8;|? dxdt + a; n | Và; dadt 
2 Qi Qi 


1 
=5 I (I9 + a; V, ?)dzdt + e f (|! |? — a:|V®;|?)dzdt. 
Qi Qi 
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再 利用 能 量 守恒 原理 得 到 


ee x Diy, + Yg) + TES < EL ; aan, (4.16) 
其 中 
Y; = [A (|&? — a;| V9;^)dzdt, i- 1,2. (4.17) 
用 9, (或 2) RAF d: (或 02) 的 方程 并 且 在 Qi (或 Q) 上 积分 , 得 到 
= (80,9: 6)2. +a 人 | 2t dB (4.18) 
及 


Y, = (9,0 P(o lE +a f on, (4.19) 
下 + 下 = Y (8 m SS (4.20) 


于 是 得 到 aD 
Zy + Zo SOREN (4.21) 
0) E» 
其 中 93: ASI 
= & Ped PP (4.22) 


ER 


再 利用 传输 条 件 , 有 


|® RY iei Fa (V81 (0), +IV21 (T) )) (4.23) 


说 RON 
m am + IBTA, + a2(VS2(0)|, + |VS2(T)[3,)) (4.24) 


_ ~ Dy > 
Oh [ (eo) + Je; (T)[?)ar. 


注意 到 Ria?) < Ra(z?) 以 及 a, > az, 我 们 可 以 推导 出 
2Ro(x") 7 
C2 


|Z2| < 


IZ, + Z2! < 


f alos - que) 人 AP Dar 


< 2 Ro (1^) 1 A 2 R(a? ) 
Eg = 一 一 -一 
Jan NS 


En. : (4.25) 


+ 248 - 第 六 章 “传输 问题 的 精确 能 控 性 


综合 (4.21) 及 (4.25) 就 可 得 到 反 向 估计 式 (4.11). E 
下 面 的 唯一 性 结果 可 以 作为 定理 4.2 的 一 个 直接 推论 . 
推论 4.2 ”假设 定理 42 的 前 提 条 件 满足 T > T(2°) = e 并 且 ($1, Bo} 
是 问题 (3.22) 的 弱 解 并 且 满 足 
Po = 0 在 D(z?) E, 
注 4.3 ”这 个 唯一 性 结果 的 一 般 情形 将 会 在 第 7 节 中 利用 Holmgren 定理 来 证 明 
得 到 . Bl 
5 ”精确 能 控 性 的 主要 结果 SS $ 
考虑 发 展 系统 S I NS 
UA m a; Ay; —0 £i ENS 
yi(0) = 多， e y 1,2, 
INTE e 
2 S (5.1) 
CS Aue ) 上 ， 
or 
二 n K% S TE 24 上 
用 前 一 小 市 VAT M 方法 可 以 给 出 精确 能 控 性 的 结果 . 
jeg 主要 给 站 BU, 有 必要 先 作 一 些 讨论 ， a 
注 5.1 id 
| Hl(05)-— {¢ e H!(05)] = 0 FET E), (5.2) 
并 且 装 备 有 空间 At (02) 的 范 数 . 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 需要 引入 空间 V 
V = {{¢1, 2} € H (N1) x HEN) = 2 FET 上}. (5.3) 
很 容易 验证 
V 是 下 (91) x HE(Q2) 的 一 个 闭 子 空间 . (5.4) 
BUR 


| 如 ENA, 
V > Ho(0)|(01,92) 59 = (5.5) 
$2 TEA 
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是 一 个 V 到 gi) 上 的 同 构 算 子 . 
iV’ 为 V 的 对 偶 空 间 (不 等 同 于 V). 按照 等 同性 V = HO), 我 们 就 有 


V’ = HHQ). (5.6) 


另 一 方面 , 我 们 也 可 以 将 V 表达 为 一 个 乘积 空间 . 
HF V 是 HHQ) x Hi(02) 的 一 个 闭 子 空间 , 我 们 能 够 说 


V' 是 (GD x (AR(Q2)) 的 元 素 在 V 上 的 限制 ， (5.7) 
这 就 意味 着 


VS EV’, HS1, S2} e (H'(Q1 yi cay 
满足 N D 
< S, {9@1, 42] > 二 < S1, Qi > 十 Qy S (5.8) 
ig Q 


V{S1, Spl € ONN 
映射 5 定义 为 RS S < 
MN eG Vibuda} eV (68) 
EXT V' A 91 S 
SR we ,) 的 稠密 子 空间 , 所 以 映射 


NA HO) 一 V EXX S, S2} 一 9 (5.10) 
不 是 单 射 | 
事实 上 V' 是 (H1(Q3))! x (Hi (05))! FRY (5.10) 核 的 商 空间 . a 


HE 5.2 ”我 们 将 对 问题 (5.1) 的 弱 解 进行 研究 . 它们 是 通过 常规 的 转 置 方法 来 定 
义 的 . 


考虑 转 置 问题 : 
0 一 aiApi = fi 在 Qi A, i= 1,2, 
6,(T) =0, 6;(T) =0 在 Q, A, i= 1,2, 
RON NES es 


0, —0 | 在 x EL. 
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我 们 记 {y yo} 是 问题 (5.1) 的 一 个 光滑 解 . 用 91 (或 02) 乘 以 对 应 yi (或 y2) 
的 方程 并 且 在 Qi (或 Qo) 上 积分 , 我 们 由 此 可 以 得 到 


[ n fidadt = (4,0 (D)o: (5.12) 
—(y1(t), 05 (£))o, lo + ai ap -am f aS 
及 . 
!) ofodrdt = GA), 65 (0)o. (d (5.13) 
- (va), &,(2))n.1T — az [A ENS d |: yp ean 
+a2 E 


将 (5.12), (5.13) 相 加 后 得 到 . SS S S 
2: [A yifidrdt = $ (- AN ASA HE Se (54) 
i=1,2 i=1,2 


(5.14) 即 为 问题 (5.1) § xS NS 
ee on 

= 1,2 y; € (Hr(Q2))'. 
在 此 情形 1, 01( NS 表示 yl Fl 01(0) (EX y3 F 02(0)) 在 


空间 (H1 (04)) P (Hl (Q2)) 间 的 对 偶 . 
由 于 在 Ti 上 ae ZA, ML V' 意义 下 的 初始 值 (y v2); 
我 们 会 有 一 个 相同 的 解 ^ 有 解 对 初始 值 在 拓扑 
L?(Q) x L?(Q) x V' 
下 的 连续 依赖 性 . E 
现在 , 精确 能 控 性 结果 可 以 表述 如 下 : 


定理 5.1 3X Qe 0, X R"(n 之 1) 中 的 有 界 区 域 , 它们 边界 分 别 记 为 工 及 本， 
均 是 C? 光滑 的 , 01 CO, 并 假设 Q1 是 关于 a? € 0, 的 星 形 区 域 . X 09 =02\N1. 


> - 2 R(a9 
方程 组 的 系数 a1,a2 > 0 并 且 al > a2. MMAR T > T(a?) = = 
2 


ABA, 对 于 每 一 个 初始 条 件 


y €L'(Q0) i-12, yt € (A*(O)))’, yz € (HE2) (5.15) 
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都 存在 一 个 控制 
v € L^(X(a^)) (5.16) 


使 得 系统 (5.1) 898€ (yi, ya) = {yi(v), yo(v)} 满足 


ji (T) = yo(T) = yi (T) = y2(T) = 0. 
定理 5.1 的 证 明 


使 用 HUM 方法 来 证 明定 理 5.1. 
首先 考虑 下 面 的 齐 性 系统 


$7 — a;A®; =0 ifie e Sa i 
&;(0) = 9, (0) = ana 


S > (5.17) 
中 1 = Po, "de 一 x RS A 
其 中 (92,91) € CON) x C™ (MN So 
= XY 
(5.18) 
引入 范 数 SS 
$5 AS NOS a ap dijs (5.19) 
并 且 构 造 S ay 
F = BH VS € C? ((;) x C(O), i— 1,2 (5.20) 


FEWE (518) 在 范 数 [| - lle. 下 的 完备 空间 . 
利用 前 面 证 明 的 正 向 及 反 向 不 等 式 (参见 推论 4.1 及 定理 4.2), 我 们 有 


F = {{09, 61, 69,63} € H' (Q4) x L (Q1) x H*(Q2) x L?(N2) (5.21) 
使 得 90 = 9 ET, 上 及 8-0 TET EF). 


id F 是 FF 的 对 偶 空间 . 于 是 我 们 有 
F = {{2,6,28,2} 满足 (CO, sev UR e LV), i-u2) (522) 
其 中 y 是 在 注 2.1 中 定义 的 空间 . 
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接着 , 我 们 考虑 道 问题 


wy — aiv; = 0 f£ Qi Ay, i = 1,2, 

pi(T) = vi(T) =0 在 Qi Ay, i = 1,2, 

Vi = V5, ah - a2 A 在 X, Lb, (5.23) 
0$, : 
—— 0 

sb 在 (wn) E, 
0 在 E(x?) E 


对 于 每 一 个 初始 条 件 取 值 于 FF 空间 的 (5.17) 的 解 (91,05), 问题 (5.23) 存在 一 


个 唯一 的 弱 解 满足 
¥i(0) € (Q), i=1,2, T 


S (5.24) 
问题 (5.23) 的 解 y TURR ED et HS ~ 中 我 们 将 要 证 明 
解 满足 (5.24) 性 质 NS 

为 此 , 3L A RET 


A(90,01, 00, aie eon (5.25) 


它 满足 
<A{TB? 


Apoo) eR $Y pax. (5.26) 
X(z?) 
按照 一 般 SS — K eae (这 是 理所当然 的 , 因为 空 
H F 及 其 对 偶 (5.23 O (5.26) 成 立 ). 
LEUTE ay Y. A A, th (5:22) 可 以 推导 出 
NS yt Ya. —y2} € F”. (5.27) 


MST, 91,95, 05) = (yi, —yf, v2, —2) (5.28) 
存在 一 个 唯一 的 解 : (0,1, 09 1) c F. 
这 样 , 我 们 就 可 以 定义 控制 函数 : 


i= a TE X(a?) E, 


由 F 的 构造 可 知 , 这 样 定义 的 控制 还 满足 


于 是 方程 


v € L? (Xi(a?)) 
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FF AA Ga (v), yo(v)} = (4, bo} E4 i (T) = AD) = vT) = yT) = 0. B 


下 面 我 们 简要 地 研究 一 下 问题 (5.1) 及 问题 (5.23) 的 存在 性 、 唯一 性 及 解 的 正 
则 性 . 

由 于 所 讨论 的 问题 具有 关于 时 间 t 的 可 逆 性 , 所 以 仅 限 考虑 下 面 形式 的 问题 就 
可 以 了 


z/ — aj Az; — 0 在 Qi A, i= 1,2, 

2;(0) = zB, 20) 22 在 Q 内 ， t= 1,2, 

Zi = 29, d1——— on 一 ud 在 Di Be (5.29) 
Ov Ov 


"E 
29 一 


BENZ 
SBS . 
EELS 


考虑 转 置 问题 (5. ES 21, 2d a P 
X Ay < ER wd ASPEN 


其 中 


t=1,2 aes > a 
vit 03, ROY ! (6; SN / ^L?(0;)), i = 1,2 (5.31) 
Ho9—6094ET E 


这 里 记号 < .， >a, S S 表示 (Hi(Q)y 与 H91) G (1 (03) 与 
HÀ(02)) 间 的 对 偶 ， S 

我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 5.2 30 704 X R?(n z 1) 中 的 两 个 有 界 区 域 , 其 边界 分 别 记 为 工 及 
I4, 均 为 C? 光滑 的 . 记 05; = QV Q3 HR a1, a2,T > 0. 

那么 , 对 于 任何 满足 (5.30) 的 函数 组 {29 2) 29 21,v), 系统 (5.29) 存在 一 个 唯 
一 的 解 {z1,z2} = {21(2,t), z2(z,t)) (在 (5.31) 意义 下 ) 并 且 使 得 


zi € C(O0,T;L (Qi)), i=1,2 (5.32) 


以 及 
(21,25) € C(0, T; V^). (5.33) 
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此 外 ， 
映射 {z?, 21,22, 23,v} 一 {21, 21, 22,22) 在 对 应 空间 拓扑 下 线性 连续 . (5.34) 


注 5.3 ”性质 (5.33) 等 价 于 (参见 注解 5.1) 由 


< z'(t), 9 > 二 < z(t), dla, >Q, F< z(t), do; 20» VL € [0, T}, Vo € Hg (Q) 
| (5.35) 
定义 的 2! (t) 满足 
z' € C(0,T; H-1(0)). (5.36) 


由 此 可 见 定理 5.2 推广 了 第 一 章 中 定理 42 的 结 那里 我 们 有 a = a». 


注 5.4 ”定理 5.2 的 结果 不 需要 假设 a ROS 区 域 . 因为， un 
利用 了 正 向 不 等 式 估计 . 


定理 5.2 的 证 明 思 路 

证 明 TS VS 

从 定理 4.1 的 估计 式 (4.1 S 直 as 2s {z1, 22} 的 存在 性 
T: VR i (5.37) 


ee SY 
使 用 标准 的 评论 并 利 解 {21,20} 是 光滑 的 这 一 事实 ， 
我 们 能 够 证 明 S 
NS qx i12. (5.38) 
Ce ha 


接着 , 用 第 一 章 ima 


2 (18;(0)]| zr: (0;) + BÁN S i 
这 里 {01,02} 是 问题 (5.11) 的 解 , 对 应 的 右边 项 为 : 


72 r2) < Clflw-i3(o/r;miqo); (5-39) 


fi= fla, i=1,2 及 f= 2 gE L! (0, T; H1(Q)). 
从 估计 式 (5.39) 出 发 , 我 们 推导 出 
{21, 2} € L” (0, T; V’), (5.40) 


再 由 致密 性 
(21,25) € C(0, T5, V^). (5.41) 
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6 一 些 其 他 结果 
在 本 小 节 中 , 我 们 将 使 用 通常 的 变换 范 数 技巧 来 给 出 其 他 一 些 精 确 能 控 性 的 结 
6.1 更 强 的 范 数 
考虑 下 面 范 数 
82,8, 39, Be = Cf (Ema p. | amr” (6.1) 
借助 于 正 向 及 反 向 不 等 式 估计 ， l-le 是 等 价 于 
(MEB) + IEn) +188 AN "n (6.2) 
于 是 , 我 们 可 以 定义 空间 
F Æ (89,91) e C” Q; x [n A (6.3) 
的 完备 空间 , 其 中 S NS 


> 在 工 A 
NS 


eem 9j ANN x H? N Hyp (Q2) x Hp(M2)| (6.4) 
Sone E; j= Tw 0, 1; 

S 

a 


在 此 情形 下 , RITT NES H on 5.1) 
F' = (H?(Q1)) x G1 (03) x (H? n H&(Q2)) x (Hi(02))' 
中 的 元 素 在 严 上 的 限制 空间 . 
应 用 HUM 方法 , 可 以 容易 地 得 到 下 面 结果 : 
定理 6.1 在 定理 5.1 的 假设 下 , 对 于 任意 的 数值 
G2, 1 9$, u3) € GT (Q1) x (HIQ)) x (HE(Q2))Y x (H? x HE(Q2)) (6.6) 
存在 一 个 控制 


(6.5) 


v € (H+ (0, T; L?(T(z9)))) : (6.7) 
时 (5. 1) 的 解 {1, Y2} 满足 yi(T) = y (T) = yo(T) = y2(T) = = 0. 
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定理 6.1 的 证 明 思 路 | 
与 定理 5.1 的 证 明 相 似 , 我 们 使 用 HUM 方法 来 证 明定 理 6.1. 现在 要 考虑 的 道 
问题 是 | 


V; — aAy; = 0 在 Qi Ay, i = 1,2, 

V1 = Ya, a = a 在 2 E, (6.8) 
8884, Ab, 

v=- mule. TE 2(z0) AES 

pa =0 TE E(x?) As 


这 里 的 导数 不 是 在 广义 函数 意义 下 的 导数 ， Ps H (0, T; LA(r(a9))) 和 


(H1 (0, T; L?(1'(z9)))) 间 对 偶 意 义 下 导数 . S 
6.2 ”更 弱 的 范 数 SS. SS 


我 们 有 下 面 结果 : YS 
定理 6.2 ”在 定理 5.1 ORG Bus { T M 满足 
> € x H NN 


1 
L 


Qe EN (6.9) 
Qu} SS , 
“NS 

SS S ; L?(T(2°))) (6.10) 


使 得 (5.1) 的 解 {uNe DG) = yi (T) = y2(T) = (T) =0. 


定理 6.2 的 证 明 思 中 | 
现在 , 我 们 要 使 用 在 第 > 章 的 定理 6.3. 及 定理 6.4 使 用 过 的 技巧 . 
选取 


F = {{89, 81, D2, PID? € (0), i-1,2; (91,91) eV]. (6.11) 
那么 有 
FY = {{67, 1,6, a }1G? € (Q0), i=1,2; (6,6) EV} (6.12) 
定义 空间 


G = 由 所 有 AP ses 构成 的 空间 , 当 {59, 01,08, 01) NR F MP — (6.13) 
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及 其 上 的 一 个 Hilbert 范 数 : 


0$» 
ll, zcole ED | (49, $1, $9, ®3} (lr. 


应 用 HUM 方法 , 我 们 可 以 由 此 导出 对 于 如 下 数值 的 精确 能 控 性 : 


{yi y, Ya, ya} EF 


及 控制 


v € G'. 


G! = Hi(0,T; PEER 


因此 , 下 面 我 们 只 需 证 明 
就 行 了 , 也 就 是 说 要 证 明 
为 此 , i8 Lx, xa} wees 


Rs X M 


— ol 


ES 
NS «Qs CN ETE. 


我 们 有 


*( NS Hi(03, x12 xa FET 
如 果 {01,62} 是 问题 5.D 对 应 ein, c F 的 解 , 那么 函数 


TEE | i 
w(t) = L D2(0)do + Xo 
就 是 下 面 方程 组 的 解 
w! — a;Aw; = 0 在 Qi A, i= 1,2, 
wi(0) = xi, wi(0) = 9? 在 Qi A, i= 1,2, 
= wo, m Lot = o, et 在 Dy 上 


Qv Ov 
w =0 在 X L. 


Q 
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(6.14) 


(6.15) 


(6.16) 


(6.17) 


(6.18) 


(6.19) 


(6.20) 


(6.21) 


(6.22) 
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此 外 , 24 (90,901,909, 03) 跑 遍 FT, {x1, 99, x2, 9) 覆盖 H1(Q1) x L7(M1) x 
Hi(02) x (Q) 满足 在 D 上 xi = xo 成 立 条 件 的 函数 空间 . 再 由 正 向 及 反问 不 等 
式 可 以 知道 ， m 覆盖 L?(X(ax9)) 空间 . 

另 一 方面 , 我 们 有 


005 o Ow» 
peat dodi 1 .23 
Qv = zl Ov ) ÆDE, (6.28) 


因此 fae H-*(0,T; L?(T(a9))) 空间 . 


这 样 我 们 就 证 明了 G = H-0, T; (T(z9)), 并 因此 完成 定理 6.2 UEH. I 


7 “一些 评注 | ~ 


71 ”控制 的 无 穷 性 


ruma ep ee Ms Done 


JE, 都 存在 无 数 个 可 将 系统 带 到 平衡 状 


例如 在 定理 5.1 的 情形 下 ， BGS, SS NS 


DI 


e a M) SS X QN x (ER(Q2)), 
il 


存在 无 NS 亲 统 在 时 刻 Usb 
< ANA SER TOS. 
换 句 话说 ， RN 
bai XK 1) x (393) x 22(03) x (Hi(Q2)/ 
可 允许 控制 的 全 体 : 
Una = (v € L?(X(2°))|yi (T; v) = yi (T; v) = (T; v) = WT;v) = 0} (7.2) 
包含 无 穷 多 个 元 素 . 
由 HUM 方法 导出 的 控制 使 得 二 次 泛 函 
1 2 
J9)- 上 NS (7.3) 


在 可 允许 控制 集合 Ua 上 达到 最 小 值 (参见 第 八 章 ) 
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7.2 Holmgren 定理 的 延伸 


在 前 面 的 章节 中 , 我 们 已 经 提 到 了 如 何 用 Holmgren 定理 来 得 到 精确 能 控 性 的 
一 些 结 果 . 

原则 上 说 ， Holmgren 定理 适用 于 解析 系数 的 偏 微分 方程 组 ,因此 , 不 能 直接 套 
FA Holmgren 定理 来 解决 本 章 的 模型 问题 . 尽管 如 此 , 我 们 将 看 到 借助 于 传输 条 件 ， 
Holmgren 定理 仍 能 给 出 唯一 性 的 判别 . a 


考虑 下 面 的 情形 : 
0,0, 是 R (n 2 1) 的 有 界 区 域 , 其 边界 分 别 记 为 工 及 Ti， 
为 C? 光滑 , 2102, NM. ONT. S 


i 01,02 > 0. 


于 是 我 们 有 如 下 结果 : 


定理 7.1 ”存在 一 个 只 依赖 于 WA az sIr RRR To X D £j 
E SS 


一 个 非 空 开 集 , T > To 及 (01,95), 


> Se 


ğı = d 2 人 在 (7.4) 
"大 y, SS es E 
并 且 N S 
SS X 0 ES To x (0,T) 上 ， (7.5) 
那么 ğı = Do a ON 
定理 7.1 的 证 明 轩 路 


HL a a s2 
首先 对 关于 9. 的 方程 使 用 Holmgren 定理 . 从 (7.5) 出 发 , 24 T 充分 大 时 , 我 
们 有 


$9; —0 在 fz x (Io,T —Th) A, (7.6) 
AT) > 0 只 依赖 于 Q X az. 
由 (7.6) 及 传输 条 件 , 我 们 得 到 
ıı = at =0 TE T4 x (To,T — T3) E, (7.7) 


再 对 关于 9. 的 方程 使 用 Holmgren 定理 , 我 们 将 得 到 


81=0 EQ; x+h T- (Ts 4-75)) A, (7.8) 
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这 里 了 >05 只 依赖 于 Q 及 ay. 


只 需 取 To — Ti + To 就 可 得 到 所 求 结 果 . E] 
注 7.1 4 9 是 凸 区 域 时 , 我 们 能 够 证 明 
T» < 2x0 的 直径 (7.9) 


min( yar, vaa) 
显然 这 一 佑 计 式 还 可 以 改进 . 事实 上 , To 仅 依 赖 于 Qi 及 局 部 边界 Do. E 


定理 7.1 的 结果 表明 了 
(99,1, 68, 8} = d. Pam! (7.10) 
E T > Ty 时 是 一 个 范 数 . 这 一 结果 是 不 依赖 于 工 A NA FÆ ro 的 选取 . 
应 用 HUM 方法 , 我 们 得 到 
定理 7.2 在 定理 7.1 的 同样 假设 下 ， SS ins 


{yi vis y (7.11) 


这 里 Fr 是 FREN (F candid SAS 
K [| |p 下 的 完备 空间 ), HEARR KS 
SS (7.12) 


使 得 如 下 系统 NS 
B MS S S Ñ, i=1,2, 
AM eX 在 0; A, i=1,2, 
= Ou Æg 上 ， (7.13) 
"| & Xo L, 
Y2 = 
NS 在 卫 \2o 上 
的 解 {yr (v),y2(v)} WR yT) = v (T) = yo(T) = ve (T) =0. E 


我 们 从 上 述 定理 中 发 现 : 在 没有 假设 条 件 
aj > ao 及 Qı 是 星 形 区 域 


的 情况 下 , 系统 仍然 对 于 属于 F 的 初始 值 是 精确 能 控 的 
在 定理 5. 中 , 我 们 证 明了 在 wm > az > 0, Qu 是 关于 z 的 性 形 区 域 , To = T (a?) 
E T > T(z0) = er 条 件 下 , 有 


F = {{®), 6}, 69,65} € H!(Q,) x (04) x Hi(Q3) x (Q) = 69 在 Ti E). 
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对 于 F 空间 的 进一步 刻画 以 及 对 于 参数 aa, T 及 To 的 依赖 关系 仍 有 待 解 
nm. 


8 未 解决 的 问题 


8.1 在 定理 5.1 中 , WR ai < a2 并 且 其 他 假设 不 变 , 那么 情况 会 是 怎么 样 的 ? 

第 7.2 节 中 的 注解 给 出 了 在 这 种 条 件 下 的 某 种 可 能 性 , 然而 , 可 控 空 间 究 竟 是 怎 
样 的 呢 ? | 
8.2 问题 8.1 的 第 二 个 疑问 事实 上 可 以 推广 为 : 在 第 7.2 节 的 唯一 性 框架 下 , 我 们 


能 够 得 到 有 关 空 间 F 的 多 少 信息 ? ( 即 第 7 Leod ia 

8.3 如 果 没 有 Q 是 星 形 区 域 的 假设 , 情况 又 会 是 怎样 ? 在 此 , 我 们 注意 到 这 一 假 

不 涉及 空间 F 的 定义 . XS 

8.4 我 们 也 可 以 讨论 具有 工 上 Neumann |] ZA, 这 一 问题 要 比 

下 面 的 问题 也 是 如 此 . 

8.5 WA Petrowsky 型 方程 的 

8.6 附录 2 (C. BARDOS, G! fpe AUC FX" 
SS RS SEN <0, (8.1) 

其 中 aij = Dro Qu NS c R^, 


设 条 件 并 没有 在 由 Holmgren NE: 程 中 被 使 用 . 因此 ， 它 也 
Ay 
前 面 的 未 解决 的 问题 容易 得 多 . PN 有 AS 
TS S 
8.7 问题 8.1 AE P BHAA SSE S AES 
Dewar. y (2,0) = y! (x), (8.2) 


以 及 
y=v 在 了 (或 者 了 的 一 部 分 ) 上 . (8.3) 
当 yy 及 wv 属于 适当 的 函数 空间 时 , 能 否 得 到 精确 能 控 性 (当然 在 T 充分 
KAT)? 


在 本 著作 的 第 二 卷 中 , 我 们 将 会 重新 讨论 这 类 方程 以 及 齐 性 化 问题 . 
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< 小 So 
1 问题 的 一 般 提 法 及 HUM BS ‘> 
本 章 将 集中 研究 具有 pom 能 eun jeje 此 之 前 的 控 


制 被 称 为 边界 控制 . 
所 使 用 的 方法 在 于 套 章 中 对 边界 AN UM 方法 . 这 一 方法 已 经 
在 前 面 儿 章 J 自 的 特 
在 第 1 节 中 H irs pite 22 
hore qiu ichlet 边界 条 件 的 问题 模型 . 所 介绍 
B 


在 第 2 
Ba TO 讨论 的 其 他 问题 模型 . IO, 我 们 仅 


简要 地 阐述 对 这 一 | 研究 主要 技巧 . 
按照 惯例 , 我 们 od 一 系列 问题 " 
BO fe R"(n > 1) 域 , 其 边界 工 充分 光滑 . Mie T > 0. 
我 们 考虑 一 个 发 展 系统 函数 y = yle, t) 是 由 下 面 方程 决定 的 ; 
y'-Ay-v 在 Q=Qx(0,T) 内 (1.1) 
并 具有 初 值 条 件 
| y(0) y, v(0-—y 在 9 内 (1.2) 
及 齐 次 边界 条 件 
Bjy = 0, g=1,--+,m Æ X x (0,T) E. (1.3) 


如 同 第 二 章 一 样 , 我 们 假设 算 子 4 是 2m 阶 的 , 具有 不 依赖 于 时 间 t 的 光滑 系数 ， 
并 且 在 上 是 一 致 椭圆 算 子 . 我 们 还 假设 边界 算 子 (B; age 是 使 得 (A, Bj hejanm 
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是 对 称 的 并 且 在 一 些 适 当 Hilbert 空间 中 是 有 定义 的 (参见 J.-L. LIONS 和 E. MA- 
GENESj1)). 

方程 (1.1) 中 的 函数 v 是 系统 的 控制 . 这 是 一 个 作用 于 0 上 的 控制 , 因此 称 之 
为 内 部 控制 . 这 个 控制 可 以 是 分 布 型 或 者 是 点 状 的 , 这 要 看 控制 v 关于 zx 的 支撑 集 
是 具有 正 测度 的 或 是 由 有 限 的 点 组 成 . 

系统 (1.1) (1.2) (1.3) 的 精确 能 控 性 问题 可 以 类 同 于 边界 控制 情形 被 定义 . 

给 定 一 个 时 间 T > 0, 对 于 属于 一 个 适当 的 Hilbert 空间 中 的 初 值 {y°, y1}, BS. 
找 一 个 控制 v 使 得 系统 的 解 y = y(v) 满足 y(T; v) = y(T;v) = 0. 

值得 特别 感 兴 趣 的 是 当 控制 o 仅 作用 于 Q 的 一 部 分 柱 形 区 域 w x (0,7) 上 . 于 


是 会 有 下 面 的 约束 条 件 
P & (O\u) x (DR (1.4) 
这 里 w c Q 是 非 空 开 区 域 . NON E 
首先 考虑 下 面 的 齐 性 系统 


"+ Ab =0 SON 
(0) = &9, &'(0) UA (1.5) 
Bj® =0 
附带 有 初 值 条 件 NS SES 
(29,9!) e | A d 函数 空间 并 且 满 足 
ETE SE A 
求解 反 向 问题 


设 Xw x (05 (0 ne 特 和 
g" RS NS Or: 


REN 在 Q 内， (16) 


DN ftx b, j-1--,m. 
我 们 定义 如 下 算 子 
A{®°, 9!) = {4 (0), -9(0)), (1.7) 
由 其 构造 可 以 证 明 
T 
< A{®°, 5}, (85,91) >= f / |o xat. (1.8) 
0 w 


假设 我 们 有 下 面 唯一 性 的 结果 : 
如 果 5 是 (1.5) 的 解 并 且 
B=0 TE w x (0,T) A, 
那么 
中 三 0 在 QW. 


(1.9) 
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在 此 情况 下 , 半 范 数 


T 
IE, BY} ||» := ( f f lef dzat)" (1.10) 


成 为 在 [C9 (Q0) x C”), By] 上 的 一 个 范 数 . 
于 是 我 们 可 以 构造 空间 : 


= [C**(Q) x C” (N), Bj] 在 范 数 (1.10) 下 的 完备 空间 . (1.11) 


从 (1.8) 可 知 A 是 一 个 从 FF 到 F (F 的 对 偶 空间 ) 上 的 同 构 , 并 且 可 以 由 此 推 
导出 下 述 精 确 能 控 性 : 


ey yer, (1.12) 
相应 的 控制 € 72( x (0,7)) EN FAUTRA : 
A{®°, 1} — fw, SS eS (1.13) 
v SNS (0, SX 
其 中 更 是 带 有 满足 (1.13) 的 qvo! TN 的 解 . 
我 们 又 一 次 发 现 我 们 p 性 . 其次, 就 是 要 尽 
pese às Me 
我 们 已 经 知 j 


Na 是 双 曲 型 有 关 的 . 在 双 曲 型 情况 
下 , 当 w cn (p Pisanan entes 
A, fb Pvt dcbet. I, Seien 
(例如 在 第 四 章 Em medius etn 我 们 能 够 得 到 一 些 唯 一 性 的 条 
件 并 由 此 得 到 在 充 ne en se 

在 第 2 节 中 介绍 的 以 应 用 于 第 四 章 第 3 节 及 第 4 节 中 讨论 过 的 系统 
并 取得 任意 小 时 间 上 的 内 部 精确 能 控 性 . 

很 明显 地 , 如 同 边界 控制 情形 一 样 , 从 (1.9) 型 的 唯一 性 结果 出 发 , 我 们 可 以 通 
过 变换 范 数 || . le (参见 (1.10)) 来 得 到 一 些 不 同 的 精确 能 控 性 结果 . 存在 无 数 个 可 
能 的 选择 8 

这 些 问题 将 在 第 2 节 中 被 逐一 研究 " 


2 #4 Dirichlet 型 边界 的 波动 方程 


2.1 ”问题 的 提出 | 
BO 是 R 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 Lipschitz 连续 的 . 
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考虑 方程 
y'—Ay-v ÆQ=Q9 x (0,T) A (2.1) 
具有 初始 条 件 
y(0)—?, yO =y QW (2.2) 
及 边 值 条 件 
y=0 在 =Tx(0,T) E. (2.3) 


我 们 要 研究 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 的 精确 能 控 性 . 
ao UR v 对 系统 的 作用 , 尤其 是 “ 极 小 化 ”: 


de xp — z 的 支撑 集 . EON: E 
这 是 一 个 双 曲 系统 . 按照 波 的 有 限 传 播 速 si ee 
撑 集 大 小 , 更 确切 地 说 , 依赖 于 O ESA v . 这 是 很 显然 的 , 因 
为 要 控制 系统 必须 使 得 控制 v wv RS a 


”我 们 应 用 前 一 节 中 介绍 的 << 


首先 考虑 一 个 齐 次 系统 : NS NS 
Pp <>. 0 ee D 
an 


内 ， (2.4) 


oO PI ONO) : ài 
ON N DA 
mt Spends A ^ pcm FRF 


MEATS 


为 此 , RiT SS AS 


2.2 ”作用 于 整个 开 


在 本 节 中 ， sies: c 的 结果 , 它 将 会 在 后 面 的 研究 中 被 扩展 . 在 此 ， 
我 们 考虑 作用 于 整个 2 区 域 上 的 控制 . 

沿用 第 一 章 中 的 记号 . 特别 地 , 用 | | 表示 LO) 及 (2 (0) 的 范 数 . 

与 系统 (2.4) 相关 的 能 量 函 数 定义 为 


By = S (Vp + |02). (2.5) 
引 理 21 3X T 5 0, EE, 
T 
|| (a, eile := ( | [ |" Pdede)!/? = [Ig|hr (o) (2.6) 


是 Hi(Q) x L*(Q) 上 的 一 个 范 数 并 且 与 1 445. 图 


- 266 - 第 七 章 内 部 控制 


证 明 — 1) 说 明 || .lis 是 一 个 范 数 . 
WR & = 0 E Q 上 成 立 , 那么 9! = 0 及 e(t,z) = 9?(z), vtr) e Q. HF ® 
是 (2.4) 的 解 , 那么 有 AD? = 0 H € nio). 于 是 我 们 有 O° =0. 
2) 按照 能 量 守 恒定 律 , 存在 一 个 常数 C 使 得 


|| (99, Bi}llr < CEG”. (2.7) 


实际 上 可 取 C = VT. 

3) 我 们 现在 要 寻找 反 向 估计 式 . 

在 此 我 们 沿用 由 A. HARAUX [1] 给 出 的 证 明 . 

用 下 面 函 数 乘 (2.4) 的 方程 式 ， S 


n(x, t) = p(t) ®( 


其 中 SS 
1 KS S 


[^o EX p x on (2.8) 


(注意 到 p(0) = Xn 


另外 ， RS SEO 
DS NES P oazat, 
S tien | |b’ |^dzdt, (2.9) 
Q 


rh Ch) = IOL BS 


WS ERE -人 在 HQ(QO) 中 的 第 一 个 特征 值 . 如 果 y < Ag, 由 (2.8) (2.9) 得 出 


a - x J, p()| V! dzdt < | p(t)|' dxdt + C(7) J jM dzdt (2.10) 


(注意 到 Ao|v| < [Vu], Vv e HEN) 成 立 这 一 事实 )， 
因此 , 当 C > 0 充分 大 时 ， 


f p(t)|V@|2dadt < C n |o Zandt (2.11) 
Q Q 
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于 是 有 
[ (tdt) By = e (O^? + |VOP)deat 
(由 (2.11)) < c | |" A dzdt. (2.12) 
Q 
T 
再 由 于 | p(t)dt > 0, (2.12) 给 出 
0 


Eq!” < OIE, B"} Lr. (2.13) 


可 以 使 用 通常 的 技巧 来 减弱 范 数 , 从 而 得 到 AN 
引 理 2.2 it T 0, PX 


IHE, 9n Y Y ESG (2.14) 
是 与 LQ) x HHA) OC SS 


等 价 


< SS (2.15) 
M S 
证 明 对 (ONY fy SU = RN € Ho (N) 是 下 面 问题 的 唯一 解 
"af Enw 
SN (2.16) 
ET E. 


这 样 , 当 {00,01} h^ N) x H1 (0) 时 , {x, 9?) BUA H3 (0) x L) "f. 
另 一 方面 , 如 果 © = r,t) 是 (2.4) 问题 带 有 初始 值 {80, 91) 的 解 ,那么 函数 


dane J E E (2.17) 


就 是 (2.4) 对 应 于 初始 值 {x, 9?) 的 解 . 
应 用 引 理 2.1, 范 数 
Ilw Ilz2¢@y = ll®llr2c0) 
是 等 价 于 
(xla +18, 
它 又 与 (2.15) 是 等 价 的 , 这 是 由 于 —A 是 HO) 到 AHA) 上 的 同 构 . 
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注 2.1 ”我 们 还 能 够 证 明 范 数 


IHS, Hle := Elleg (2.18) 

是 与 
(I loc era (o) F KATON (2.19) 
等 价 的 . i 


作为 引 理 2.2 的 一 个 引申 , 我 们 有 如 下 精确 能 控 性 的 结果 ， 


定理 2.1 ROR (n>1) 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 是 Lipschitz 连续 的 . 那么 ， 
对 于 任意 给 定 的 全 > 0 及 任意 的 初始 值 


{y",y"} e Ha (N) x NX (2.20) 


Pes (2.21) 
使 得 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 满足 — E 
定理 2.1 的 证 明 Se S 
我 们 使 用 HUM 方法 . 
首先 求解 齐 性 问题 e SS CN 
O fo SS (2.22) 
SS as a Q : 


存在 一 个 控制 


其 中 初始 值 (99,4 SS 1 节 中 的 记号 并 从 [C9 (0) x 
C=O), By) 出 发 来 扒 会 得 到 同样 的 结果 ) 
我 们 定义 Hilbert TAN 
A ie I |2? |dzat) "2. (2.23) 


设 F, Æ DQ) x D(Q) 在 |< |e, 下 的 完备 空间 . 按照 引 理 2.2, RITE 
= L?(Q) x H-!(Q). (2.24) 
接着 考虑 “ 反 向 ”问题 


y" — Ay = -È 在 QW, 
~=0 ED 上， (2.25) 
pT)=~(T)=0 在 9 内 ， 


2 #8 Dirichlet 型 边界 的 波动 方程 - 269 - 


当 9 € L?(Q) 时 , (2.25) 有 一 个 唯一 的 解 v € C(0,7; H&(Q))n C (0, T; L?(Q)) 
(参见 第 一 章 引 理 3.6). 


于 是 我 们 可 以 定义 算 子 
A{B*, BY} = {4 (0), —¥(0)}, (2.26) 
它 满足 
< A{#°, 61}, (6°, 61} >= J |b| dzdt. (2.27) 
这 说 明 A 是 一 个 从 Fi 到 它 对 偶 空间 FI 上 的 同 构 算 子 , 即 
A 是 LQ) x HQ) 到 LO) x HO) 上 的 同 构 . (2.28) 
对 于 任意 的 初 值 {y°, yt} € HEN) x L2(Q) > 
A(99, 1} SS (2.29) 


有 -一 个 唯一 的 解 Q S 
AU NS Q) e (2.30) 


并 目 控制 画 数 < NS 
SN b= ON (2.31) 
使 得 y(T;v) = y NS G poon Qe (2.29) 初 值 (99,9!) < Fi W 


(2.22) Fi eo NA: E 
TF 2.2 2) oS dye ice 足 
< RAO) n C (0, T; L7(Q)). (2.32) 
S UO 
;k 2.3 minae 系统 在 任意 小 时 间 上 的 精确 能 控 性 . 这 丝毫 不 与 系统 
的 双 曲 性 产生 矛盾 , 因为 控制 作用 在 整个 开 区 域 Q E. Bi 
注 2.4 至少 从 形式 上 讲 , 上 述 结 果 是 显而易见 的 . 
事实 上 , 我 们 能 够 构造 一 个 函数 w, 定义 在 Q x (0,77) A, 满足 在 9 内 w(z,0) = 
y°(x), w'(z,0) = y'(z), w(z, T) = w(z, T) = 0, RÆ T x (0,7) Ew=0. 
这 是 对 任意 全 > 0 都 有 可 能 办 到 的 . 按照 常用 的 一 些 迹 定理 (参见 J.-L. LIONS 
及 E. MAGENES [1], 第 一 卷 ) 我 们 可 以 选取 w 满足 
w € L*(0,T; H?P (Q0) n H3 (Q)), 
w € L?(0,T; H? (Q)), 
w" c L?(0,T; H /?*(Q)). 
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于 是 


v = w” — Aw. 


然而 这 样 的 构造 并 不 能 保证 ve LQ). 因此 , 单纯 地 使 用 迹 定 理 无 法 得 到 我 们 期 待 


的 结果 . = 
注 2.5 ”精确 能 控 性 的 结果 成 立 除 了 边界 是 Lipschitz 连续 外 并 不 需要 其 他 光 
滑 性 假设 . B 
ik2.6 ”定理 2.1 是 由 引 理 2.2 连同 HUM 方法 推导 而 来 的 . 我 们 也 可 以 利用 
引 理 2.1 来 取得 下 面 的 结果 : 图 
定理 22 ji O0 如同 定理 2.1 中 所 定义 ,以 及 任意 全 > 0. 
那么 对 于 所 有 的 


(人 « 
存在 we (H1(0,T; L(Q))) 使 得 (2.1) eK Oy ) 的 San 满足 y(T; s 
V (T; v) =0. 


ik 2.7 使 用 注解 2.1 中 的 估 ? now 值 NS 
(0) X OR (Q 


{y°, A RO 
所 对 应 的 控制 满足 S 
l SS. «spo T; AS 
2.3 eg, 


个 
本 小 节 的 目的 在 条 获得 对 CMM 问题 的 精确 能 
取 w 是 To cr 的 一 个 (参见 图 7.1) 并 且 考 虑 表达 式 : 


1/2 
(f. [ Pana 
0 w 


如 果 这 一 表达 式 是 取 0 1H, ABA © — 0 Æ w x (0,7) 内 并 且 


b= cQ fr To x (0,7) E. 


在 此 情况 下 , WR T 是 充分 大 时 , FSR BE ERG © = 0. 这 就 是 
说 上 面 的 表达 式 是 一 个 范 数 且 我 们 可 以 使 用 HUM 方法 . E 


” @ 本 小 节 介 绍 的 结果 取 自 E. ZUAZUA 的 科研 成 果 . 
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7.1 
我 们 假设 O 有 一 个 C? 光滑 的 边界 T. D 
沿用 前 几 章 中 使 用 过 的 记号 . 
对 于 2? eR”, 我 们 定义 SS 


m(x) =a2— 2°, ine S. LUN 
D.(z?) 2 PAT(z?), 工人 (0,7), (2.33) 
X, (z9) = T(x?) x (0, TN, Biz”) thax m(x)]. SN 
再 考虑 对 于 给 定 = > ces RS ~ 
YE 


QS? e, Ao ), Ko. ng, (2.34) 
这 里 DR Ced, SS (参见 图 7.2). 


as 
70727 4 


eet 
a »92x*""*., 
& pO. ime Me PA MUS an P 


We 


我 们 现在 要 证 明 当 e > 0 是 给 定 的 任意 小 值 并 且 W = we, 那么 对 于 足够 大 的 时 
IR] T > 0 (T 是 不 依赖 于 c 的 , 事实 上 T > 2R(2x°)), ( f f (|B|? + |9/|?)dzat)/? 是 
0 w 
一 个 范 数 并 与 mi(o)x L 中 的 范 数 是 等 价 的 . 
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最 初 的 估计 式 如 下 : 
i T > 2R(z0)， 


0 R(z?) 2 
(T - 2R(2°)) Eo < = eds | dx (2.35) 


对 所 有 (2.4) 的 解 成 立 , 相应 的 初 值 取 自 
(97,9) € Ho (9) x L7(Q), 


这 一 估计 式 已 经 在 第 一 章 定理 5.1 中 被 证 明了 . 
从 (2.35) 出 发 , 我 们 很 容易 得 到 


引 理 2.3 HOAR 中 的 有 界 区 域 , HART 2 光滑 的 . XC? c R^ B. 
T > T(z9) = 2R(z9). 再 设 O 是 下 (z0) 的 领域 及 N 


那么 , 存在 一 个 常数 C > 0 使 得 
mA QN ew 


Fy <C WI 
V{oo, E 7 
RÈ. NX E 
338 2.3 的 证 明 NN SG 
取 a>0 满 足 工 - NM A» eo M C > 0 充分 大 时 
Eo Ax y, | dTdt, 
OE Do (2.37) 
0 i) ) x L2(Q) 
e 
剩 下 只 要 下 面 估计 于 


J <= 人 mlm erat < O [ I (J&P + |ve?)azdt. (2.38) 
使 用 乘 子 方法 并 且 在 第 一 章 中 得 到 的 等 式 (3.51) PR 
c(z,t) =t(T —t)h(z), (2.39) 


其 中 he (C1(Q))" 是 第 一 章 注 3.2 中 引入 的 向 量 场 , 满足 
h.v=1 Æ r(x?) 上 
h-v>0 TET E, (2.40) 


sup{h} Cw. 
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于 是 , 我 们 有 
T—a 
is f Es arat eer f o: "| 2 arat 
T(x?) T(z?) 
< C(w) ie J (\®'|? + | Ve? )dzdt, (2.41) 
0 w 


证 明 完 毕 . E 


注 2.8 XP T£ EB T> T(z?) Ra> 0 WE T -2a > T(x), (2.41) 中 的 常 
XX C(w) 只 依赖 于 o, 确切 地 说 它 依赖 于 Vh] w). 
当 w = we, We 是 由 (2.34) 定义 的 , 那么 有 LIV hellzsqu) ~ Cle, 因此 有 C(we) ~ 
Cle. 
ee 实 上 只 需 考虑 一 维 的 情况 ， 
{ 


n —1, Q= (0,1) C R. X x9 =1, MA (2°) zx {0 
iX we = (0,7) 并 且 取 一 个 解 函 数 Q S 
RS NS 
这 样 我 们 可 以 计算 得 到 ex SS 
另 一 方面 , 我 们 就 有 SS SA SS 
er A T ND 一 8 sin ? xT sin(27€) 
4 X c 一 0 时. 
然而 , 使 得 (2. SES 是 不 依赖 于 we 的 宽度 (也 就 是 e) 的 , ER 


与 T(x?) AX. QN E 
注 2.9 显然 
T 
ICc>0 使 得 / firr + |V|? )dzdt < C Eg. (2.42) 
0 w 


我 们 可 以 取 C = 2T. 
从 (2.36) 及 (2.42) 可 以 推导 出 范 数 BY? 与 


T 
( | [ (9 P + Ivop)arat)™: 


34 T > T (0°) 时 的 等 价 性 , a 
从 前 面 的 引 理 出 发 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 估计 式 
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引 理 2.4 iX Q X R" 中 的 有 界 区 域 , n1 其 边界 工 是 C2 光滑 的 ， 再 设 
a? ER", w 是 T(z0) Æ Q 中 的 一 个 领域 , T > T(2°). 
那么 , 存在 一 个 常数 C > 0 使 得 下 面 估 计 式 成 立 
T 
Eo < c j [oer + |®|?)dade, (2.43) 
0 Uu 
v(99, 9!) e Hi (Q) x £?(Q). 


5|38 2.4 的 证 了 明 
考虑 w= we 其 中 e > 0 的 情形 . 
iE Ô = We/Q- 


取 a > 0 满足 了 -2a > 2R(z0). 由 引 理 2.3 AURA — TRAIAN C 使 


Ey <C T m f (cap Ried, (2.44) 
成 立 (已 经 提 到 过 C = O(1/e)). O SN 

接着 我 们 要 定义 一 个 函数 S SN N 

Qe AS " 
(O. 是 由 (2.34) 给 出 的 )， cds MES 
(2.45) 
SS S We /2 内 . 

me 使 

qe. ) = OS 2): (2.46) 


得 


比如 可 以 选取 
1 在 Oz/2 Ay, 
=i, (2.47) 
zie nes d(z, Owe j2))? 在 Oe \ Oz/2 Ay, 
其 中 d(z, 00,5) 表示 z 到 边界 Owe WIER. 
使 用 引 理 2.2 证 明 过 程 中 提 到 的 乘 子 方法 并 且 取 
£(z,t) — tT — t)é(t)(z, t). (2.48) 


RINE C(t) = t(T — t). 
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FH £ 乘 方程 (2.4) 并 在 Q 上 积分 , 得 到 
| S (ette P COD za: 
= i d [ (C(t)o(z)| V9]? + CE) ®VG(z) - V&)dadt. (2.49) 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 Y>0 
| | : f C(t)&V(z) - EE | = A ¢(t)6(2)|VOP2dadt - (2.50) 
ET f , f qo PONE ojana, 


综合 (2.44), (2.49) 和 (2.50), 对 于 7 <1 S 分 大 时 估计 式 (2.43) 成 立 ， 
其 中 C = 0(1/e3). E 


可 以 很 容易 验证 , 在 与 注 2.8 同样 的 例子 fh E 
从 引 理 2.4 出 发 , 我 们 能 得 到 下 面 mae pe à 


定理 2.3 ji Q X R"(n BOG acm X 


i 2° c R^, w X T(z?) 的 一 人 


那么 ， TEE e QE ARM 
QS (2.51) 


SN l S 
都 存在 一 人 «AN E 

Ne ,T; L2 (w))y (2.52) 
使 得 系统 (2.1) (2 3) ides (v) WX y(T'; v) = y'(T5v) ^ 0. a 
$ 2.10 dv KK w x (0,7) 上 的 一 个 函数 空间 , 这 一 事实 应 该 用 下 
面 约束 来 表达 


v—0 在 {Q\w}x(0,T) A. (2.53) 


定理 2.3 的 证 明 
我 们 使 用 HUM 方法 来 证 明 这 一 定理 . 
首先 求解 齐 性 系统 
— A6 -0 在 Q 内， 
B=0 TE X. b, (2.54) 
$(0) —49, $'(0-—e6 ÆR 内 . 
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其 次 考虑 “ 反 向 ”问题 
y" — Ay = (一 于 十 È Euan) 在 Q VÀ, 
YT)= v'(T) 20 i 在 Q 内 ， (2.55) 
~=0 ftx. 


其 中 uxor 代表 wx v T) 上 的 特征 函数 . 


我 们 注意 到 导数 2w ) 不 是 在 分 布 意义 取 的 , 而 是 在 从 H'(0,T; Z2(w)) 到 其 
对 偶 空间 (H'(0, T; DD 意义 下 定义 的 , 也 就 是 说 


< 3.9), w>= f $'w'dzdt, Vw € < (0,7; L?(w)). (2.56) 


问题 (2.55) 的 解 y 是 由 转 置 方法 来 定义 的 , 


on 如 果 
E yate e T S Ls Kk en 


v(09,0*, f) € HEQ) x L2(Q) xL! A 


其 中 9 是 下 面 转 置 问题 的 解 : ae 
9" SS KS “ee 
SS D en E, | (2.58) 
(0) 


D 0) = X Q p. 
HAO RE nro 有 一 个 唯一 的 解 = yla, 0), EW 
Æ (2.57) 并 且 STS 


Oye Ede: 
4 A (2.59) 


Ve (Q), wy(0) € HQ) 
由 此 可 以 定义 算 子 


MS, BY} = {y'(0), —5(0)] (2.60) 
将 HEO) x LOQ) 映射 到 HHO) x L2(Q) A. 
在 (2.57) 式 中 取 0 = o, 得 到 


< A{6°, 91), (99, 61} >= f [ qf «i masa (2.61) 
0 w 


由 引 理 2.4 可 知 , A 是 HEO) x LA) 到 HHO) x Z2(0) 上 的 一 个 同 构 算 子 . 
于 是 , 对 于 任意 一 对 初始 值 


{y°,y°} e L^(Q) x HHO) 
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存在 唯一 一 个 解 (99,913 € AEO) x LO) 满足 
ME, ®'} = fy, —?), 
定义 控制 如 下 : 
v = (— + ai 9 VXwxlo,T), 
这 样 选 取 的 控制 将 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 在 T 时 刻 带 到 平衡 状态 . E 


TE 2.11 ”可 控 性 发 生 的 时 间 T(z0) = 2R(2°) 是 与 T(x?) 的 邻 域 w 的 大 小 无 关 
的 . 这 一 事实 符合 在 第 一 章 中 得 到 的 结论 : 对 于 局 部 边界 T(z?) 上 的 控制 问题 , 时 间 
T (x?) 是 一 个 充分 条 件 . E 


i242 4O R^ 中 的 有 界 凸 区 域 而 没有 甚 他 的 边界 光滑 性 假设 下 , 定理 
2.3 仍然 成 立 . i US 目 使 用 上 面相 同 的 证 明 过 
程 即 可 . 


借助 第 一 章 中 提 到 的 P. GRISVARD dese bue de e R? r mnn 
形 或 者 R 的 多 面体 仍然 成 立 . iem 定 cs n 


注 2.13 M 2.3 RAV sg 
假设 To Æ T 的 一 个 非 空 YE LS < T > To (参见 附录 2 
中 给 出 的 充分 条 件 )， PN 


JC > A ww SS Hi(Q) x £7(Q). (2.62) 


MA, 当 域 时 , 对 于 任意 的 初 值 条 件 


t S (Q) x H (N) 


存在 一 个 控制 函数 YS 
v € (H' (0, T; L?(w)))’ 


使 得 系统 的 解 y = y(v) 满足 y(T) =y (T) = 0. 8 
2.4” 范 数 的 转换 | 

使 用 强化 或 减弱 范 数 的 技巧 , 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 的 精确 能 控 性 结果 . 

在 此 我 们 给 出 两 个 例子 . 

强化 范 数 

我 们 有 如 下 结果 . 

定理 2.4 E 0 OR^(n > 1) HARER, RART A C2 LH. TH 
z? € R^, w Æ T(x?) 的 邻 域 并 且 T » T (29). 
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那么 , 对 于 任意 的 初 值 条 件 


{yy} e H^ (0) x (H? n Hg (Q)) (2.63) 
存在 控制 
v € (H?(0, T; L?(w))) (2.64) 
使 得 系统 的 解 y = y(v) 满足 y(T; v) = y (T5v) = 0. E 
定理 2.4 的 证 明 
使 用 HUM 方法 . 
我 们 观察 到 范 数 


HE, 9 )]p := ( I i / (Jf + |8" 3asat) 72, (2.65) 
在 初始 值 空间 上 (99,91) e co (Q) x OP(O) X S. 61 = 0 是 等 价 于 
(JAG? + |V 
由 此 , 空间 P 可 以 看 作 由 光滑 初始 S X = -Qy 的 全 体 构成 


的 闭 空 间 , Bil RSO 


接 下 去 考虑 反 向 问题 
ee A, 
Y(T) < 在 0 内 ， (2.66) 
在 上， 
其 中 导数 2 N KS L^(o) (或 者 H7(0,T; L?(w))) 与 其 
对 偶 空 间 的 对 偶 意 》 S 
其 他 推理 如 前 , 证 a 
减弱 范 数 AS 
我 们 有 下 面 结果 . 


定理 2.5 设 Q X R^(n > 1) 的 有 界 区 域 , HART Æ O 光滑 的 . 又 设 
z? ER”, w X T'(z0) 的 邻 域 ， T > eos 
那么 , 对 于 任意 的 初 值 条 件 
(^, y!) e Ho (Q) x 17(9) (2.67) 
存在 一 个 控制 
v € L*(e x (0,T)) (2.68) 
使 得 系统 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 y = y(v) 满足 y(T5v) = y (T; v) = 0. 
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定理 2.5 的 证 明 
我 们 在 这 里 选取 
F = L?(Q) x HHQ). (2.69) 
设 {6° 61} e LQ) x HN) 及 x e HEO) 满足 下 面 方程 
| Ay = $i TE Q 内 ， | 
(2.70) 
x € Hi(Q). 


我 们 观察 到 当 (00,91) n L?(Q) x H^! (Q) 时 , 对 应 的 {x, 9?) 填 满 Ha (Q) x 
L?(Q). 
dX B= O(c, t) 是 问题 (2.54) 关于 初 值 (99, 9!) WME, 那么 


yos [ AK $ (2.71) 
就 是 问题 (2.54) 关于 初 值 {x, 9?) 的 解 S 
由 引 理 2.4 可 知 , 映射 SS SN 


H3(Q) x L?( AS m T: e» nes (2.72) 


是 一 个 同 构 算 子 . 


由 于 w’ =ð, ag 
MY i S XS i} — ð (2.73) 


也 是 一 个 同 S 
再 考虑 反 
V" esci 在 Q A, 
和 w(T)=0 FOR, (2.74) 
ERE 
并 且 用 通常 使 用 a 
2.14 4O BRAM RMA TA Aa iii, 上 述 的 结论 仍然 
是 成 立 的 . P 


2.5 “一些 注解 
2.5.1 ”控制 的 无 穷 性 


在 我 们 已 经 证 明 过 的 每 一 个 精确 能 控 性 情形 下 , 我 们 事实 上 都 能 够 表明 对 于 每 
一 可 控 的 初始 值 , 存在 无 穷 多 的 控制 将 系统 带 到 平衡 状态 ，. 
由 HUM 方法 给 出 的 控制 使 得 能 量 函 数 在 所 有 可 人 允许 的 控制 集合 上 达到 最 小 值 . 
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2.5.2 Holmgren 定理 的 推论 
从 第 一 音 第 8 节 的 结果 出 发 , 我 们 能 够 很 容易 地 导出 下 面 唯一 性 条 件 . 


引 理 2.5 ik Q X R^(n 2 1) 中 的 一 个 有 界 区 域 , HART Æ Lipschitz 连 
存在 时 间 To = To(Q) > 0 使 得 如 果 T> To, Ww X Q 的 一 个 非 空 开 子 集 并 且 
P = G(z,t) X (2.54) 的 解 满足 


$—0 在 wx (o,T) 上 ， 


那么 正三 10. 图 


我 们 注意 到 To(Q) 是 不 依赖 于 w, 而 只 与 Q 和 
我 们 因此 可 以 看 到 半 范 数 : 


2°, 93], := i CR S 
定义 了 初始 值 空间 (00,0) e D( EL 
d F Æ D(Q) x DN) 在 此 
使 用 HUM 方法 ， SR EN 
”定理 2.6 jk OQ X R^ 1) 8$ 
Lik w HO ES 
那么 ， EN XS 


oS; 是 Lipschitz 连续 的 . 


e 条 4 
SN (2.75) 
存在 一 个 控制 YO NS 
DL? (w x (0, T)) (2.76) 
使 得 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 AN 满足 y(T) = y'(T) = 0. Es] 


注 2.15 ”我 们 以 往 知 道 当 w 是 T(z0) 的 一 个 邻 域 且 全 > 2R(20) 时 , F = 
L?(Q) x H-(Q). 

研究 空间 F AKEITA w 的 依赖 关系 在 前 面 定 理 的 一 般 情 形 下 仍然 是 一 个 
未 解决 的 问题 . 参见 下 面 问题 3.3 及 3.6. 

40 是 R 中 的 一 个 方形 区 域 情 形 (参见 A. HARAUX[2]) 以 及 0 是 一 个 球形 


区 域 情形 (参见 J. LAGNESE [4]) 均 已 被 研究 讨论 过 了 . 图 
2.5.3 ”点 控制 


点 控制 是 一 个 令 人 十 分 感 兴趣 然而 尚未 解决 的 问题 . 
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在 前 面 的 定理 中 , 我 们 已 经 看 到 了 在 某 个 Hilbert 空间 F 中 的 精确 能 控 性 . 如 
果 用 一 个 点 be Q xk RBS (b;)iej«m C RER v DG, 那么 情况 会 怎样 ? 硬 


E n — 1 的 场合 , 答案 是 简单 的 . 
设 N = (0,1) CR. 考虑 齐 性 问题 . 


Q"- ——-—0 在 (0,1) x (0,7) A, 

$(0,t) = 6(1,2 =0 vt € (0,7), 

(0) = «9, A (0) —99! Æ (0,1) A. 
我 们 将 初始 函数 展开 成 Fourier 级 数 : 


Q 
(z) = E Nd AS 
eo Se N S 
FEM D = (2,1) 由 下 3 S KS S 
S © 


(s: t 2 SA ) Sin kre. 
it bE (0, SX KS 


in RR " EN, 


这 等 价 于 b Mats aN 
， by . 
(b, A= sin krb(ap cos krt + E sin krt). 
k=1 


(2.77) 


(2.78) 


(2.79) 


(2.80) 


(2.81) 


在 这 一 表达 式 中 , Fourier 级 数 项 是 互相 正 交 的 . 由 J. BALL 及 M. SLEMROD 


(1) 的 研究 结果 得 出 : 对 于 任意 给 定 的 7 > 2, 有 
|®(b,t) dt ~ Se? + (2^) sin knb|?. 
0 k=l T 
于 是 我 们 可 以 看 到 半 范 数 
T " 
HE, Bt} := ( ji |o (5, t) (Pat)? 
是 D((0,1)) x D((0,1)) 上 的 一 个 范 数 


(2.82) 


(2.83) 
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设 
Fi := D((0,1)) x D((0,1)) 在 范 数 || - ln, 下 的 完备 化 . 
很 明显 地 有 
= ((99,9') 的 全 体 | 


y» < ®° sinkrz > |? + ( 
k=1 


并 且 它 的 对 偶 空 间 
= ((£9, € ) 的 全 体 | 


>》 (| < € sin kre > |? +] < ¿sin kre > | S "e ? < +00}. 


< t sin krr > 
kr 


k=1 
使 用 HUM 方法 AS NS 
定理 2.7 it Q— (0, NS NS 
那么 , 对 任意 的 初始 值 SCA 
存在 一 个 控制 = S < 


ee 
使 得 下 述 系统 SS N 
NM SS ON Æ (0,1) x (0,7) 上 


v(0, a t) EAS te (0,7), 
(2,0) = POY. 0)=y\(e), æ e (0,1) 


的 解 y = y(v) 满足 y(T) = y(T) — 0. 
在 (2.89) P, 66 是 关于 日 点 的 Dirac AX. 


注 2.16 ”我 们 能 够 验证 使 用 下 面 范 数 
T 
It^, ety drede e «ran 


所 得 到 的 完备 化 空间 是 
F = H} (0,1) x Z?(0, 1). 


这 是 对 所 有 的 be 0 均 成 立 的 . 


)?)| sin krb|? < +oo}, 


(2.84) 


(2.85) 


(2.86) 


(2.87) 


(2.88) 


(2.89) 
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3 未 解决 的 问题 


3.1 ”点 控制 


在 第 2.5.3 节 中 我 们 已 经 给 出 了 一 些 这 方面 的 信息 A. 那 就 是 在 空间 维 数 m > 1 的 
情况 下 , 会 导致 一 些 研究 上 的 困难 . 


设 D 是 下 述 问题 的 解 : 
— A$ —0 Æ Q x (0, T) A, 
$(0-—9?, o'(0)—9' LOK, (3.1) 
$—0 fr xL. 


上 述 问题 中 的 Dirichlet 条 件 仅仅 是 为 了 便于 讨论 SD sensei 
iai. SSE 
wj € Hè SS = K> SN (3.2) 
0 < S S SS 
并 假设 D KS SS 
eS N^ i (3.3) 


K Sud ~ UY Mu, (3.4) 
WKN: 


(3.5) 


定义 一 个 范 数 ? 
一 个 必要 条 件 是 
wi(b) #0, Vj. (3.6) 
换 句 话说 b 是 决策 点 . 在 此 情况 下 , 如 果 还 有 T 取 值 充分 大 , 那么 (3.5) 能 否 成 
为 一 个 范 数 ? 一 个 十 分 有 趣 的 反例 已 经 由 Y. MEYER [1] 给 出 , 他 的 这 一 结果 似乎 
具有 一 般 性 . 
Æ J.-L. LIONS [3] 的 $7 中 也 含 了 一 些 这 样 的 观点 , 虽然 只 是 停留 在 形式 上 的 ， 
但 是 “本 质 上 ”也 是 对 的 . 
3.2 很 自然 的 , 当 特 征 值 是 多 重 (< k) 时 , 我 们 可 以 尝试 带 有 尺 个 控制 v ,vx 
(作用 于 点 bi , be) 的 精确 控制 问题 . 
3.3 考虑 1 点 的 一 个 邻 域 v. 作用 于 w 上 的 控制 情形 已 经 在 注 2.16 中 被 提 到 过 了 . 
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值得 研究 的 是 当 一 列 邻 域 w — b 时 (比如 一 列 以 5 为 中 心 , e 为 半径 的 球 ， 
e 一 0), 情况 会 怎样 ? 
3.4” 男 一 个 值得 研究 的 问题 是 第 2.2 节 中 的 边界 邻 域 上 的 作用 . 当 邻 域 的 “厚度 ”一 
0 时 , 情况 会 怎样 ? 
3.5 ”我 们 也 能 够 系统 地 研究 个 系统 的 瞬时 控制 问题 , 即 同一 内 部 控制 作用 于 天 个 
ASL. 对 此 可 以 参看 A. HARAUX [1] 的 工作 . 对 于 点 控制 的 类 似 讨论 会 引导 出 一 
些 十 分 有 趣 的 问题 . 
3.6 研究 由 ( f S^dzdt)/? 定义 的 空间 F PEHAR. 一 些 正 反例 子 已 经 
由 A. HARAUX [2] & J. LAGNESE [4] 给 出 . 这 些 例子 还 应 该 与 其 他 的 一 些 结果 进 
行 比较 , 比如 与 应 用 附录 2 (C. BARDOS, G. LEBEAU 和 J. RAUCH) 中 的 方法 可 
能 获得 的 研究 结果 比较 . S 


VON 
NS 
Wa 

SYA A 
Sar 
SYA A 
SA 
YS 


第 八 章 由 HUM 方法 给 出 的 控制 特征 . 
优化 系统 及 对 偶 方法 


- 
S 
1 引言 OC Sé SN 


这 一 想 法 的 中 心 SN d vinee ag 一 个 优化 系统 


(S.O.) 来 刻画 使 条 RAE ty b 个 控制 函数 ， 所 谓 的 优化 系统 可 


CN 
uc 
-HEREMIA A 一 个 由 初 值 条 件 到 使 


BREAD ARNE YRR. 让 时 所谓 的 控制 是 全 4 导 代 价 函 数 达 到 最 
小 值 的 控制 . 
如 此 得 到 的 HUM S 泛 地 应 用 于 本 书 中 . 
这 最 后 一 章 的 目的 在 于 简要 地 介绍 HUM 方法 对 波动 方程 Dirichlet 边界 条 件 
这 一 典型 例子 的 应 用 . 
下 面 的 所 有 论述 可 以 毫 无 困难 地 被 推广 到 前 面 几 章 考 虑 过 的 不 同 模型 , 也 包括 
内 部 控制 问题 
本 章 安排 如 下 : 
一 一 第 2 节 . 研究 由 罚 函 数 方 法 导出 的 优化 系统 . 
—— 第 3 节 . 通过 对 偶 方 法 来 重新 认识 HUM 方法 , 也 就 是 研究 求解 最 小 化 代价 函 
数 的 控制 的 对 偶 问 题 . 
一 一 第 4 节 . 应 用 罚 函 数 方法 去 求解 第 一 章 第 9 节 中 研究 过 的 扩大 的 精确 能 控 性 问 
题 (C.E.E.). 
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一 一 在 最 后 一 人 中 , 如 同 其 他 各 章 一 样 , 我 们 会 介绍 一 些 未 解决 的 问题 . 


2 ”精确 能 控 性 和 罚 函 数 方法 


2.1 ”问题 的 提 法 
我 们 考虑 第 一 章 中 研究 过 的 模型 例子 . 
E ÆR (n 2 1) 的 一 个 有 界 区 域 , 其 边界 下 是 C? 光滑 的 . 
考虑 波动 方程 
y'—Ay-0 fEQ-—Qx(0,T) A, 
pA T > 0. 


假设 我 们 能 够 通过 一 个 定义 在 边界 X =T x S 控制 o = v(z,t) 来 对 系 


统 产 生 作 用 , 有 


p S 
另 设 初 值 条 件 N S SN 
y(z,0) = KWo) dE: a ÁN 

设 x? ER", m(z) )-s MR KY 3 SS 
— NS CN 
Xa ah " SS > 0), 

S NA 

= T(x?) x (0, T) 
eK (2°) = XX X (a? 
在 第 一 章 的 定理 6.1 fie toi oM 性 的 结果 : 
WR T > T (a9) = 2R(z?), 那么 


对 于 任何 初始 值 {y°,y"} e L7(Q) x n7 (0) 
存在 一 个 控制 ve 到 (2(z9)) 


以 及 


使 得 方程 组 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 y = y(v) 满足 y(T;v) = y'(T;v) =0. 


控制 v 在 O(c) 有 定义 意味 着 
jJ? 在 (2°) b, 
lo 在 X.(29) 上 


(2.1) 


(2.2) 


(2.3) 


(2.4) 


(2.6) 


(2.7) 
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结果 (2.6) 是 借助 于 HUM 方法 得 到 的 . 从 第 一 章 注 6.2 中 , 可 以 看 到 对 于 任意 
一 对 初始 值 存在 无 限 个 可 以 将 系统 带 到 平衡 状态 的 控制 函数 . 
换 句 话说 , 对 于 每 一 对 初始 值 


{y?,y*} e L?(Q) x H= (9)， 
可 允许 的 控制 集 
Uaa = (v € L*(X(2"))|y(T;v) = y'(Tiv) =0 在 0 内 } (2.8) 


包含 无 限 个 元 素 . 
现在 我 们 要 证 明 由 HUM dt ue PR 


J=] he Ky (2.9) 


n 9) 
在 可 允许 控制 集 Uaa 上 达到 最 小 值 的 控制 . a N 
我 们 将 在 后 面 利 用 优化 系统 来 刻画 所 25 
2.2 ”控制 的 特征 . 优化 系统 
定理 2.1 NC. XS 


€ AD Tap? 
由 HUM 给 出 AS z?)) AU C 集 Uaa 上 达到 


JME. wa E 
证 明 ne S 
SS AT (2.10) 


问题 (2.10) WA dim 条 件 的 最 优 控制 问题 . 解决 这 类 问题 的 一 个 有 
. 效 方 法 是 罚 函 数 方法 (我 以 更 加 准确 的 方式 重新 描述 在 本 书 引 论 中 构造 过 的 
框架 .) 
Je(v,2) = 5 n NL x [ (z" — Az)! dadt, (2.11) 
其 中 e>0, ve L?(X(a9) 及 z= z(a,t) 满足 
z" — Az € L*(Q), 
z0)=y, z(0-—y | fEQW, 
$ 在 D(2°) E, (2.12) 
2 = 


0 全 
z(T) = z'(T) =0 在 Q 内 . 
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很 明显 地 , 对 于 任何 ve Una, 问题 (2.1) (2.2) (2.3) 的 解 y = y(v) 满足 上 面条 件 . 

(2.11) 的 右边 第 二 项 二 f (2" — Az)*dadt 是 罚 项 
Q 

我 们 考虑 最 优 控制 问题 


我 们 能 够 容易 地 得 到 : 对 于 任意 的 s > 0, 存在 一 个 唯一 的 解 (uc, ze), BI 


步骤 2 注意 到 函数 列 (we)e>o 是 LE) PRAWN. 
A v € Uu. 以 及 相应 问题 (2.1) (2.2) (2.3) 的 


inf Je(v, 2). 


Je (Ue, Ze) = inf Je(v, z). 


e>0, {v, y(v)} 均 属 于 极 小 值 问题 (2.13) 的 可 允 


NS 


Je (ue , Ze) PM GN 
然而 , 由 于 y(v) 满足 res S NS 


我 们 得 到 SK GS 
Cu 


于 是 就 有 OS. 
Ze (vN Ve > 0, 
并 且 这 一 不 等 es XS 得 到 


S (ua S 


ge) < 1 
J (ue) vat J) Ve>0 


sinf Tt); Ve > 0. 


特别 地 


R. 如 果 我 们 设 


(ze Aze), 


f=- 


那么 
{fe} 是 L) BAW. 


步骤 3 存在 子 序列 使 得 


le —>î 在 L^ (X(a9)) PIRA. 


(2.13) 


(2.14) 


y(v). 那么 对 于 任意 的 


(2.15) 


(2.16) 


(2.17) 


(2.18) 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 


2 ”精确 能 控 性 和 罚 函 数 方 法 


Fd, 我 们 有 估计 式 
lz? — AzellzqQy < CVE, Ve > 0. 


按照 第 一 章 的 定理 4.2 得 到 


(ze)e>0 是 L°(0, T; L^(0)) NW" (0, T; H^ (0)) PEFR. 


于 是 有 
IE PO, < C, Ve >0 


及 存在 子 序列 
ze —> T E LQ) PRES 


由 (2.12) 和 (2.24) 导出 


i" -A$- 0, SS 
ENS SS 


$(T) SS SN 
2 (WD 
于 是 得 到 6 € us cs 
je) (te 


并 按照 J OTS Bee, es EAEN 
Kmi f Ow) X lim inf Je (ve, Ze). 


综合 (2.19) Æ ( , 我 们 得 
ae 


我 们 同时 也 证 明了 
lim J (ue) = J (0), 
这 一 结果 连同 (2.23) 给 出 


Ue 一 人 9 Æ (E(x?) PIRKE. 


步骤 4 现在 考虑 序列 


1 
De = ze — Az.) Ve» 0. 
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(2.24) 


(2.25) 


(2.26) 


(2.27) 


(2.28) 


(2.29) 


(2.30) 
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明显 地 有 


1 
e =Z Js» . 2.35 
p ve^ Ve >0 (2.35) 


我 们 知道 (feleoo 是 LQ) 中 有 界 的 , 但 是 我 们 暂且 还 没有 对 (pe)s>o 的 估 
WIN: 
对 极 小 值 问题 (2.13) 的 Euler 方程 组 表达 如 下 : 


f ugvdX 一 | pe(C" — AC)dzdt = 0, (2.36) 
X(z9) Q 


它 对 所 有 的 满足 下 述 方程 组 的 解 C 成 立 . 
C" — AC eIL2(®), 


c0) = c(0) = ¢(T) = oS 
其 中 v € Z2(X(a?)). SS XS 
使 用 Green 公式 , 我 们 得 到 <、 m u^ 


SKS SS (2.37) 
这 是 因为 M, NS 
ip pe(¢" — A¢)d ie Re m pes 3: 96 an + De 《qd 


= 2 _ fax Oe, 
= fo De )C dxdt [as d aa dX (2.38) 
再 利用 (2.36) 得 到 
" OC Ope E 
jr (pe 一 Ape)6dzdt 一 [ Pew dd + n " 3,45 = [ T ug vdX, (2.39) 
这 一 等 式 等 价 于 (2.37). " 
步骤 5 我 们 接着 要 使 用 第 一 章 定理 5.1 中 证 明 的 反 向 不 等 式 并 得 到 
zz T0 
TRED ip, Peppe Be [|| ax 
2 E(x?) ðv 
= m ) uel2d5. (2.40) 


2 J3(22) 
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由 序列 (us)s>o 是 LE) 中 有 界 的 , 于 是 
IVpe(0)]* + lpe(O <C, ve>0, 
再 根据 能 量 守恒 定理 , 我 们 得 到 
(pe)e>o TE L®(0, T; Ho (Q)) n W^ (0,T; L^(0)) FER. 
这 样 就 存在 一 个 子 序列 满足 当 — 0 时 


pe p FE L™(0,T; Ho(Q)) 中 弱 * KA, 
plop 1EL^?(0,T;L^(Q)) 中 弱 * 收敛 ， 


(p«(0),2.(0)) — {p(0),p"(0)} 在 MOLIA iiic 


于 是 极限 函数 p= p(x, t) 束 是 下 面 方 程 组 的 


AS 在 
步骤 6 o= uf. 1 WYRE p&p 
由 (2.28) 和 j S ~ 
S ^d. Q` Eo, 
QN EDE, 
$ Qv e&(0—9! 在 9 内 
A 
y" > Ay = 0 在 Q A, 
WT) = p(T) =0 在 Q Hj, 
ao 
E | Bp 在 D(x?) E, 
0 在 X.(a9) E. 
另 一 方面 , 由 于 
yO)=y, w'(0)— 
于 是 我 们 有 


A{®", t} == iv! —y"}, 
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(2.47) 


(2.48) 


(2.49) 
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这 里 A 是 空间 HEN) x L?(Q) 和 空间 HHA) x LO) 间 的 同 构 , 它 曾经 在 使 用 
HUM 方法 时 被 提 到 . 

我 们 可 以 看 到 通过 构造 使 得 JC) 在 Una 上 达到 最 小 的 控制 分 正 是 由 HUM 方 
法 给 出 的 那个 控制 . 这 是 因为 


A 


V 一 a 


Qv Qv 
M21 ”我 们 在 证 明定 理 2.1 中 的 分 析 及 展开 在 某 种 意义 上 给 出 了 HUM 方 
法 的 构造 方式 ， 通 过 寻找 最 小 化 代价 函数 的 控制 , 我 们 发 现 了 可 以 导致 HUM 方 
法 的 优化 系统 . 然而 , 必须 注意 到 罚 函 数 方法 的 收敛 性 只 有 在 精确 能 控 的 假设 下 才 
成 立 . E 
注 2.2 ”所 证 明 的 结果 具有 一 般 性 . 它 也 适用 于 本 书 中 所 研究 过 的 其 他 不 同情 
JE. 这 样 表明 由 HUM 方法 给 出 NN NN 
小 值 的 控制 . 
注 2.3 ”上 鉴于 所 考虑 情况 的 可 逆 特 性 ， Ss 5.1 推导 出 
me GO. 2 兰 常 S (2.50) 


这 一 估计 式 与 (2.41) 式 是 等 同 的 . 

ARTE Y, tt 2: SS mS 
类 似 (2.50) 的 估计 式 . > UM 方法 , 参见 J 
LIONS [14] ces oe E 
3 “对偶 问题 SS SS S 
3.1 ”问题 的 提出 l NV ON 

uM 在 Q 内 ， (3.1) 


RS 
y(0)=y", y(0)—y!, (3.2) 


v 在 D(z?) E, 
=| i 
0 在 E(x?) E. 
设 
Uaa = (v|v € L^(X(x9)), y(T;v) = y'(T5v) = 0). (3.4) 


已 经 知道 HUM 方法 给 出 下 面 极 值 问题 的 解 : 


inf = ;| v^dTdt, v € Una. (3.5) 
2 E(x?) 


3 xj 48 (5 xU .293 


按照 凸 函数 的 对 偶 性 意义 , 我 们 将 找寻 (3.5) 的 对 偶 问题 , 并 且 获 得 多 方位 的 结 
IR. 以 此 来 增加 对 HUM 方法 的 新 认识 . 


3.2 “对偶 性 理论 的 一 个 应 用 
引入 记号 7 = n(t,v) 代表 下 面 问题 的 解 : 
n” — An — 0, 
7(0) = 7’ (0) — 0, 


l 在 X(x?) E, 


7] = 
0 Æ E(x?) S, 
FR y(t;v = 0) = yo(t), 它 满足 


于 是 , 我 们 可 以 写 US N Js 
es G ss (3.8) 

EXHT L Q QS 
SOK T;v)h (3.9) 


我 们 有 


SN。 Seren 
"— i 
Ü S Lv + (yo(T), v9 (1)) = 0. (3.11) 


引入 特征 凸 函 数 oa OCKAFELLAR [1], I. EKELAND 和 R. TEMAM 


(3.6) 


); L a (3.10) 


n 
1 


F(v) = = n v^dTdt, 
2 X(x?) : 
ms 0 WW p=, >), p? -Fyo(T) 20, p^ t yo(T) — 0, 
P = 
too ”其 他 情况 ， 


其 中 pe LQ) x HHA). 
采用 上 述 记 号 后 , 问题 (3.5) 就 等 价 于 


inf F(v) + G(Lv), v € L?(X(z2°)). (3.12) 
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再 利用 ROCKAFELLAR 在 上 述 引文 中 的 对 偶 性 定理 , 有 
inf(F(v) + G(Lv)) = —inf(F*(L*g) + G* (-9)), (3.13) 


其 中 q= {9°,q'} eL (0)xHj(0),H* i H IRA, L* 为 工 的 伴随 算 子 . 
通常 情况 下 ， 
H* (q) = sup((g, d) — H(à)), 
这 里 q K å 互 为 对 侦 . 
于 是 有 


F"(v) = Fv), 


G* (q) = (9°, —yo(T)) + (q!, 2 
以 及 


inf(F(v) + G(»)) = 一 inf(5 i | PBR YON 1 (3.14) 


< P a 
现在 我 们 要 计算 L*. 考虑 KS D NS 


w” — Aw = 0, 


w(T) 三 一 Kos = Qu € M € LQ), (3.15) 


在 (3.15) b 7l xau: | 
0 M 1 " Ow ues 
í « qt) EOD 


THA » 
oe E 在 X(a?) E. (3.16) 
B 
引入 下 面 记号 
g?——gl gl-q. (3.17) 
求解 方程 
0" — A0 — 0, 
0(T)=0, F(T)=0, o° € HAO), a! e L7(Q), (3.18) 
9=0 45d. 


于 是 , 我 们 证 明了 
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定理 3.1 
a! 2 
UÉ 5 = v?dTdt = 一 inf(3 v Ge + (at, yo(T)) — (0°, yo(T))), — (3.19) 
其 中 = {09,04} e HAO) x 70). m 


Ms BLUMER ERE 3 上 o, AT A 的 精确 能 榨 人 狂 问题 是 一 个 带 有 约束 条 
件 的 优化 控制 , 其 约束 条 件 表达 为 
| y(T;v) = y (Tv) = 0. 
由 对 偶 性 , 对 状态 的 约束 条 件 变 成 一 些 线性 加 权 , 即 (01, yo(T)) — (0°, y (T). M 


注 3.2 ”我 们 已 经 讨论 了 作用 于 L(x) 上 的 司 样 的 方式 , 我 们 也 可 以 
考虑 其 他 的 情形 , 可 以 通过 改变 oo 和 ot K es [R]. B 


3.3 “对偶 性 的 另 一 观点 


我 们 能 够 直接 地 > SAS ig 


让 我 们 回 到 HUM 方法 , 它 在 QS 
< 


0) (3.20) 
(3.20) 的 解 (99, 1) ES AN SS 
QHD P, S (9^, p?) + (yf, p (3.21) 


> RN (2) x L^(Q). 


然而 如 果 我 们 定义 6 Wi 


p" zia Ap = 0, ) = p, p (0) — p}, p= 0 在 y E, (3.22) 


其 中 


那么 
< A(p9, pl), (99, p!) >= f (5E arat 
E(x) yY 


并 且 (89,91) 就 是 
(EL a0 0 ,1 
DN T. a )'drdt — (y p) + (Y°, p) (3.23) 


的 解 . 
用 yo REA (3.22) 并 分 部 积分 , 得 到 


(o (T), yo(T)) — (p(T), yo(T)) = G^?) - (5. y^), 
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于 是 (3.23) 等 同 于 
inf (> T (Py art + (p (T), yo(T)) - (P(T), (T). (3.24) 
z9) 7 


如 果 记 
pin) ot p), (3.25) 


由 于 对 时 间 的 可 逆 性 , 我 们 有 
plp, p^) = A(e°, 0°), 
这 样 (3.24) 就 变 为 
in nf (5 (ay + (0 ,yo(T A (3.26) 
c X(z9) V S 
除了 一 个 符号 之 差 , 这 就 是 出 现在 (3.19) Kies f. SS 
(3.26) 的 最 小 值 也 就 是 (3.21) 的 最 小 得 \ 即 PU ENS 
ap 5 QA 
inf (= — — (yl 99 , $5) 3.27 
I uto SEK (3.27) 


然而 , 如 果 {6, yp} 是 Ses GN 
f (U^ — Ay) for «Qu ,更 ) 十 f (2 jarat, 
Qx (0,7) x(zo) OV 


由 于 w(0) = EASON 那 SAM 


J?drdt. 


我 们 由 此 得 到 (3. > ao 3.1. 
3.4 SRE GAA 

本 段落 带 有 习题 性 质 , 主要 针对 对 特征 西 函数 G(p) 的 用 途 仍 感 到 迷惑 不 解 的 
读者 . 

想法 在 于 惩罚 对 状态 的 约束 条 件 . 

对 任何 的 上 > 0, SLAYZ I 

1 k l 
Jk(v) = 5 ek v^dT dt + z (C I z2(@) + ly (T; 2) lz-2@)): (3.28) 
设 uy 是 下 面 极 值 问题 的 解 . 


infJk(v), v € L?(X(a9)). (3.29) 
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我 们 知道 当 k — +00 时 , 有 
uk — v = HUM 方法 的 解 = 在 E(x?) 上 ve L?(X(2°)). (3.30) 


XHZ PK (3.28) 应 用 上 面 3.2 节 中 的 对 偶 性 理论 . 如 果 记 
1 
F(v)= = ?qT dt, 
四 = 了 人 o" 
Geo) = 5 (p? + vo( DP + le? + DN), 
那么 当 — +00, Gilo) 在 某 种 意义 下 收敛 于 先前 引入 的 特征 凸 函 数 Gp). 
问题 (3.29) 等 同 于 
inf(F(v) + Gx(Lv)) SS 
并 且 由 对 偶 性 的 一 般 定理 , 我 们 得 到 SS Q 
inf(F(v) + G(Lv)) SAS q)) S (3.31) 
其 中 g = {¢°, AS S 
在 此 , 我 们 有 表达 式 


Gi(q) = ROS »3 S S q^, e (T (3.32) 
于 是 

i Ke Pe RN ,Yo(T)) — (0°, yo(T)) (3.33) 

OS xa? 


UT SS: + lio li2c0))). 
如 果 在 (3.33) S 那么 我 们 就 得 到 (3.19). 


注 3.3” 极 值 问题 (3.2 dal ux, 无 论 X(a9) RT 如 何 . 我 们 可 
以 在 (3.28) H T x (0,7) jor. To 来 取代 (x?) 并 且 总 有 (3.33). 所 以 这 
些 是 以 k 有 限 为 前 提 的 . 然而 , 只 有 在 精确 能 控 的 情形 下 , 才 有 可 能 取 极 限 值 ， 国 


3.5 ”对偶 性 及 其 他 边界 条 件 


我 们 将 对 Neumann 型 控制 问题 解释 对 偶 方法 . 一 般 的 情况 将 会 是 显而易见 的 . 
考虑 


y” —Ay=0 Æ Q x (0,T) A, 
y(0)=y", y/(0) =y 在 Q 内， (3.34) 
Cg f X-rx(0,T)L. 


Ov 
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我 们 可 以 对 函数 空间 (99,9!) e HQ) x LO 定义 下 面 的 范 数 (7 必须 充 
分 大 ) 


Hees aaran, (3.35) 
Tx(0,T) 
这 里 更 满足 
Að =0 在 Q x (0,T) A, 
ja (3.36) 
S0) =, e(0)-9, z0 EDE. 
定义 
Usa = (v|v € L*(X), y(T5v) = S 0), (3.37) 


其 中 我 们 假设 在 (3.34) 中 S 
{y’, > SS (3.38) 
w S 
É inf = JK RN NM AD S. (3.39) 


这 里 o 是 由 HUM 方法 给 出 的 . 


we Sai Qux v Oy 
ON »* A (3.40) 


以 及 (69, 91) EM: 
{WO (^ V eal) 
—H {6°, 61} 由 (3. Se (3.36) 来 确定 . E 


我 们 要 用 上 面 3.2 节 中 的 方法 来 寻找 对 偶 问 题 . 这 样 可 以 获得 如 下 结果 : 定义 6 
满足 
|.0" — A089 50, OT)=0°, 0'(T)—c!, as =0 在 人 上. (3.42) 
那么 
uf ; 上 人 v*dI'dt = ~inf (5 L 0?dTdt + (at, yo(T)) — (0°, yo(T))), (3.43) 
这 里 右边 项 的 下 界 是 对 
{0,0} EF (3.44) 


取 的 . 
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eco [a] F 在 (3.44) 中 的 介入 是 具有 本 质 性 的 . 因为 , 类 似 于 3.2 节 我 们 可 以 引 


^n 
n” — An —0, 
(3.45) 
n(0)="(0)=0, Sv EEE, 
随后 定义 算 子 工 
Lv = {n(T; v), n (T; v)}. (3.46) 
为 了 更 加 方便 起 见 , 我 们 将 L 写成 
Lv = {7 (T; v), -n(T3 v)}, (3.47) 


这 样 就 有 SS 
Ee LL y NS (3.48) 
注 3.4 ”我 们 本 应 该 在 3.2 节 中 SX [^P pen. 仅仅 


是 技术 上 的 处 理 而 已 . NS 


定义 G 
Wa 一 o(T) =0, 
其 他 v, RAS 
这 样 一 来 , Una S v) ae . 再 应 用 对 偶 性 的 一 般 和 定理， 


得 到 (3.43). 


注 3.5 S 43 S ZARF o,o! 的 强制 性 是 由 — Ji e?arat 来 


承担 的 , 通过 F cme PC " 
ik 3.6 3.4 节 中 的 讨论 也 适用 于 现在 的 情况 . B 


4 y NEN 12373 1X 
考虑 第 一 章 第 9 节 中 提出 的 问题 : 状态 方程 满足 
y” —Ay=0 在 Qx(0,7) A, (4.1) 
y(0)=4°,  v(0-w. (4.2) 
这 里 y9, y! 属于 LQ) x HA), 并 且 有 边界 条 件 


( y 在 Xo E, 
-| (4.3) 
0 fExWAxo 上 


G(q) = 
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我 们 给 出 
G = L(A) x HHA 的 闭 子 空间 . 
称 所 考虑 的 问题 是 关于 G 精确 能 控 的 , 如 果 


Vy, y! e L?(Q) x HHN) 
能 够 找到 v € L?(Xg) 使 得 
{y(T;v),y'(T;v)} EG. 
更 精确 地 说 , 我 们 要 求解 
int 5 人 v*dI'dt, vetu 


这 里 Uaa 表示 v € L?(Do) 并 且 满足 (4.5) je EZS 
我 们 可 以 引入 下 面 的 惩罚 问题 : 对 e S 


EI QN SS 
RS 
SS AQ v € 在 Xo È, 
2 CS z'(T)) EG. 


其 中 wv 及 z 满足 


> SS 
NS > (v2) 满足 (4.8). 
这 一 极 值 问题 允许 有 一 个 唯一 的 解 {ve, Ye} 


注意 到 


Je(vy2) = J(u) (= 5 [ v^dTdt) WR v € Uaa z = (v), 


于 是 有 
Je(Ue, Ye) = inf Je(v, z) < inf J(v), v €. 


M = 一 0 hf, 
Ue 是 在 L?(Xg) 中 有 界 的 ， 


— Aye = Ve fe, li fellz2(@) < C. 


(4.4) 


(4.5) 


(4.8) 
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我 们 可 以 取 到 子 序列 , IAI uc, 使 得 
Ue 一 WU L?(Xg) SRC, 


(4.13) 
ye —y LQ) Sex. 
于 是 我 们 有 
lim inf Je(ue, Ye) 2 liminf J(ue) > J(u) 并 且 ve Una. 
所 以 
J(u) =inf J(v), u EU (4.14) 
并 且 事 实 上 we 5 u dé L?(Xg) KIRMA. S 
现在 我 们 要 介绍 对 (4.9) E ARR? SS 
定义 S 
"xe BOY A CN as) 
我 们 有 


CR De( aR <a (4.16) 
满足 下 面条 件 : RS 
Wo n^ G, a AC e 17(Q), 
< S (4.17) 
SN met 


由 此 可 以 推导 出 
S 0 在 Q@ 内， 
0 TET x (0,T) E, (4.18) 
及 


-(pe (T), & (T)) + (PAT), ID = 0, WET), € (T) €G. 


因此 有 
{p.(T), —pe(T)} € G?. (4.19) 


利用 (4.13) 及 第 一 章 第 9 节 的 结果 知道 , 如 果 (4.19) 成 立 , IAM e 一 0 时 
{p-(T),p.(T)} 仍 是 Fe 的 一 个 有 界 集合 . (4.20) 
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在 优化 系统 中 对 e 取 极 限 后 得 到 


y" — Ay = 0, 

p" — Ap — 0, 

y(0) =°, y(0-—wv, 

y=u 在 2o E, y=0 在 23\2o 上， (4.21) 
p=0 在 X Lb, 

P y 在 Xo 上 


{p'(T), —p(T)} € G9. 
经 验证 这 是 等 价 于 求解 AG, sii = (y, CM 9 me 


neat 
注 4.1 上 述 的 讨论 证 明了 HUM Jr > 合 ) 给 出 的 
控制 v 使 得 代价 函数 SC 
SUN t 
Xo 
达到 最 小 值 NS Sess 
5 ”未 解决 的 问题 AS KS NS 


5.1 非 线性 问题 ( b e ne 

对 于 非 线 | a 能 eRe mA EAI NAN 
的 问题 . YU ERU Ea IRE AMAR x2 提供 一 种 构造 性 的 方法 . 比如 , 在 开 区 域 
Q 上 考虑 下 述 系 统 : A 


Ay +4? = xv, (5.1) 
这 里 x 是 关于 o c Q RIER, v = v(z,t) 是 控制 函数 , 并 且 初 边 值 条 件 为 
y=0 在 上 (5.2) 
及 
y(z,0)=y"(z), y'(z,0) =y (1) QW. (5.3) 


假设 T 是 正 值 并 且 充 分 大 . 4 v POR I2(w x (0,T)) 时 , 所 对 应 的 T 时刻 状 态 
y(x, T), y(x, T) 构成 什么 样 的 函数 空间 ? 
有 一 种 方法 至 少 可 以 帮助 我 们 分 析 问 题 , 虽然 还 谈 不 上 解决 问题 . 这 种 方法 就 是 
ADP Til RPT (参见 第 1 节 ). 设 
1 


1 
Jalu E al v?dzdt + — (2” — Az — z? — xv)*dzdt, (5.4) 
2 Jux(0,T) 2€ Jox(0,T) 
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vc€L?^(wx(0,T), z"—Az-—2z?«e€lL?(Qx(0,T)), 
po TE XL, (5.5) 
2(0) 539, z'(0)-pyL. TE z(r)s ÆQ E. 

我 们 因此 有 序列 ue, ye 使 得 Jev, z) TE (5.5) 的 条 件 下 达到 最 小 值 . 取 极限 后 会 
怎样 ? 

对 非 线性 波动 方程 边 值 问题 的 精确 能 控 性 已 经 有 所 研究 (W. C. CHEWNING |. 
[1]). 得 到 的 结果 基本 上 是 局 部 的 . 这 就 是 说 , 当初 值 (9, y!) 充分 小 时 , 存在 边界 控 
fil o 使 得 系统 的 解 y 满足 yT; v) = y(T;v) = 0 (当然 TT > 0 是 足够 大 的 ). 

当 非 线性 项 f(y) 在 无 穷 远 处 是 次 线性 时 , 我 们 仍 将 有 通常 意义 下 的 精确 能 控 性 
(参见 E. ZUAZUA [5]). 

在 一 般 情 况 下 , 精确 能 控 ipie t 


5.2 ”如同 已 经 指出 的 那样 , 本 章 中 介绍 的 对 般 性 的 研究 工具 
这 一 方法 将 会 在 第 二 卷 中 被 系统 地 应 用 来 解决 act BL. 因此 我 们 
可 以 尝试 对 前 面 各 章 列举 的 未 解决 AS 

举 个 例子 , 对 点 控制 的 精确 能 控 SS 

状态 方程 式 为 


an, SS WS Ay, 
(2,0) LPY), RN v. Qua, (5.6) 
oS S NY | 


=T x (0,T) È 


( 取 这 一 边界 条 
我 们 考虑 泛 函 S ~ 
wo Noe f ( 99 一 y°b*)dx (5.7) 
2 0 Q 
并 且 寻 找 
inf J(6°, *) (5.8) 
的 解 . 


解决 这 一 | 问题 的 难度 之 一 是 明确 e0,o! 的 变动 范围 : e9,! 所 属 的 空间 必须 使 
af (b, t)?dt < +00, 我 们 从 一 个 不 同 的 角度 , 又 发 现 了 前 几 章 中 的 问题 . 
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附录 1 ”一些 平板 模型 在 任意 小 时 间 内 的 
精确 能 控 性 (E. ZUAZUA) 


1 引言 oo SS 


根据 我 们 对 系统 的 作 肯 Hee g th, 这 是 在 发 展 系统 的 精确 
能 控 性 研究 中 提出 的 重要 的 站 ) eyez 


oo hide Pure korr n N. 有 鉴于 
此 ， 当 相关 于 一 条 统 时 ， 在 1 时 间 内 的 精确 能 控 性 ,就 是 很 自然 
的 了 . SMS 
本 附录 的 有 目的 是 ， Q— MÀ 
间 内 的 精确 能 控 性 
为 了 演示 我 们 证 明 的 结论 SS 
问题 (在 第 2 节 中 将 做 详细 研究 ). 
设 9 IR” 中 的 区 域 , 其 边界 了 是 Co» Er; BET > 0. 
我 们 考察 下 面 的 发 展 系 统 
y'—Ay-0 FEQ=2x(0,T)A (1.1) 
以 及 初始 条 件 和 边界 条 件 
y(0)=y°, y'(0) = 在 Q A, (1.2) 


y-u ean E X =T x (0,7) E. (1.3) 


a A ia "to a iaaa aai 


m} 
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它 所 关联 的 系统 , EER n = 2 的 情形 , 以 非常 简化 的 方式 , 描述 了 一 个 平板 0 
的 振动 . (参见 J. LAGNESE 和 J.-L. LIONS [4] 中 其 他 模型 的 研究 .) 
我 们 关心 这 个 系统 的 精确 能 控 性 , 也 就 是 说 , 对 给 定 的 T > 0 和 已 知 的 初始 条 
件 (9, y, 是 否 有 可 能 找到 一 对 控制 {u, v), 使 得 


y(T)=y(T)=0 在 9 内 . 


在 本 着 的 第 四 章 第 3 节 中 , 对 我 们 仅 有 一 个 控制 的 情形 , 已 经 考察 过 这 个 问 是 
T, 也 即 , 在 下 面 的 约束 下 
u=0, (1.4) 
并 且 此 处 ， 仅 与 部 分 边界 相交 。 
简要 加 大 一 下 已 有 的 结论 对 an eR, 记 ma) SS, eh. RATED X 


的 通常 的 划分 : S.S 
0 
X(z?) = T(z?) x (0, ae (1.5) 
X, (20) = XAX(ao NC S NS 
i » S d 
ra’) <> ~~ (1.6) 
Se EC 
Wb *v(z) WA Q nee NS 
den 
存在 ro Qu x fri (5,9!) e (0) x HQ) 
存在 控制 vc Wai X 1) 1.3) 的 解 (1.7) 


y = y(v) 满足 y(T) = 
这 个 结论 证 明了 , 对 充 > 在 空间 L?(Q) x H-?(Q) 中 系统 的 能 控 性 , 其 
中 边界 条 件 的 形式 为 


y= 二 0 在 上 


Aia , PEIS v € L?(X(a?)). (1.8) 


' Ov 0 4E D,(2°) E, 


同时 , 正 像 我 们 已 经 指出 的 , 系统 的 非 双 曲 性 允许 我 们 预期 在 任意 小 时 间 内 的 
精确 能 控 性 . 

[9] 中 证 明了 这 方面 的 第 一 个 结论 , 但 是 采用 的 是 两 个 控制 fw v} 而 不 是 仅 一 个 
控制 . 在 [9] 中 实际 上 证 明了 系统 (1.1) (1.2) (1.3) 的 精确 能 控 性 , 时 间 是 任意 小 的 
空间 是 L?(Q) x H-?(Q), 而 ve (D(z9)), 同时 控制 u 可 以 选取 得 任意 正则 ， 并 且 
支撑 集 可 以 任意 小 . 


312 - 附录 1 一 些 平板 模型 在 任意 小 时 间 内 的 精确 能 控 性 (E. ZUAZUA) 


结论 的 证 明 , 关键 之 处 在 于 利用 下 面 的 唯一 性 准则 , 它 对 任意 小 的 全 >0 
$3; sles SIF FRED, 都 成 立 : 


"+ A*6=-0 EQD, 
$257 在 XE. => à 


Ill 
= 


(1.9) 


这 个 唯一 性 结论 是 用 Holmgren 定理 证 明 的 (参见 L. HORMANDER [3], 定理 
5.3.3, 在 本 卷 的 第 四 章 引 理 3.6 中 有 回顾 ). 

在 后 面 的 第 二 节 中 我 们 将 证 明 , 第 二 个 控制 u 的 作用 实际 上 并 不 是 必须 的 , 取 
;二 0 我 们 仍 有 在 任意 小 时 间 内 的 精确 能 控 性 . 

这 个 结论 已 经 发 布 在 [10] PT. 

这 个 结论 的 证 明 依 靠 本 卷 第 四 章 定 理 3.7 NS aV. 于 得 到 下 面 的 


准 一 性 准则 : 
T>0 ridi NS "a 
p” E. E a ON 
S eS (1.10) 
= 一 二 0 
XS vs 


必须 指出 , (1.10) an Sedat, 为 了 证 明 它 , 我 们 
采用 了 由 C. BARD EE 中 为 了 研究 波动 方程 的 精 
ja BPE HES ER 

我 们 将 介绍 的 Rs s id 它 可 以 用 来 得 到 各 种 非 双 曲 的 发 
县 系统 在 任意 小 时 间 内 Tz 

——— 分 别 在 本 卷 第 四 章 第 4 节 和 第 五 章 第 3 节 
中 考虑 过 的 模型 , 并 且 证 明 它 CRONE 意 小 时 间 内 的 精确 能 控 性 . 


2 Dirichlet 型 边界 条 件 


我 们 考察 在 引言 中 介绍 的 系统 (1.1) (1.2) (1.3), 并 加 上 约束 (1.4). 

我 们 主要 的 结论 如 下 : 

定理 2.1 AIAR 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 03 阶 的 . Re ER A 
r> 0 均 为 任意 的 

那么 , 对 所 有 的 初始 值 


(^y ) eL (0) x (9) (2.1) 


2 Dirichlet 型 边界 条 件 . 813 - 


存在 控制 
v € L*(X(z?)) (2.2) 
使 得 下 面 方程 组 的 解 y = y(v) 
y" + A?y — 0 在 久 内 ， 
y= ERE 
dy Jv HE X(x?) 上 ， (2.3) 
av |o 在 X. (2?) E, 


y(0) =°, (0 —y ÆA 
满足 y(T)-—y(T)—04& OA. 
证 明 ”正如 我 们 已 经 在 引言 中 所 说 的 ， a qt s. 只 需 证 明 下 面 的 


唯一 性 准则 ; S x 
命题 2.1 KNÆR AN G? 9. WX L ERA 
T » 0. CS 


那么 , = G D QS 
be x XN ) q Re" (2.4) 


是 下 面 方程 的 解 


S e & Qa (2.5) 
使 得 S QS 
M i 


VA d=. 
WEAR ”显然 只 要 证 明 , Bie SC Hilbert 空间 Y 
Y —(9 eX 满足 (2.5)(2.6)) 
赋予 由 X 引进 的 范 数 , 满足 
Y = {0}. (2.7) 
我 们 分 成 两 步 进行 . 
步骤 1 我 们 先 证 明 下 面 的 
引 理 2.1 ”向量 空间 Y 是 有 限 维 的 . 
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引 理 2.1 的 证 明 
1) 由 本 卷 第 四 章 估 计 式 (3.127), 存在 常数 C > 0 使 得 


Eo < C(lA9[72 050s0)) + IP IIE 00,7 274 0)? V6 e X W (2.5) 的 解 ， (2.8) 
其 中 
By = 5(\A8(0)/? + 8'0), (2.9) 
比 处 | .| 记 为 D? (0) 的 范 数 . 
我 们 很 容易 地 证 明 


3C >0 veée x (2.5) 的 解 (2.10) 


|l (orm m c) € CIAS soy; + Ellora) 
因而 S 


Bso RS vi KOG (2.11) 


TEKH C > 0 成 立 . 


事实 上 , 我 们 用 反 证 法 . 者 (2.10) OS 则 xc Bn, 使 得 
js JAG, M 6 QUE A= (2.12) 


H SS 
Od. NUN (2.13) 
但 是 由 (2.8) SY 
Nan, (2.14) 


Alm, 由 X 一 a > 


的 紧 性 (参见 J. SIMON [8]) 
$, TE SN. Hji(Q)) 中 是 相对 紧 的 . (2.15) 
必要 时 可 抽取 一 个 子 列 , 我 们 有 
Eu TOFS, o FE L™(0,T; HEM) 中 强 收敛 . (2.16) 
而 由 (2.13) 
IP lL (o 72 (9)) = 1. (2.17) 


[E önle 0r) 5 0; AT © = 0, 这 与 (2.17) F. 
2) 由 (2.11) 出 发 , 引 理 的 证 明 可 以 很 容易 地 推出 . 就 是 在 这 个 地 方 , 我 们 采用 [1] 
中 的 方法 . 
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我 们 注意 到 , Æ OEY, ABA C = o", 满足 (2.5) (2.6) E C € L®(0, T; L?(Q)). 由 
(2.11) 我 们 因而 有 


{¢(0), ¢(0)} € Hg(Q) x L*(Q), 
由 能 量 守 恒定 律 cs X. 我 们 因而 有 
Gi GF 是 Y OY 的 连续 映射 (2.18) 
由 J. SIMON [8] 中 的 结论 , 我 们 可 以 很 容易 地 证 明 
BA {be YB eY} 一 了 EM. (2.19) 
所 以 由 (2.18) (2.19), 我 们 推出 , Y 的 维 数 是 — B 


步骤 2 现在 说 明 实 际 上 可 推出 空间 Y JEN): S 


W Y 7 {0}. 


由 (2.18), 我 们 将 事情 “ 复 化 ”， AY 及 SN 

AS NS (2.20) 
因而 (2.20) 意味 着 S ox 

A ENS (2.21) 


由 21 S 
? e Lo, RS e KRM), 
6” + A29 = 在 Q x (—00, +00) A, (2.22) 
Ad =0 FÆ T(z?) x (—oo, +00) E. 
但 是 由 本 卷 第 四 章 推论 3.2 证 明 中 的 唯一 性 准则 , 我 们 知道 (2.22) 意味 着 更 = 0. 
于 是 我 们 推出 矛盾 , 这 就 完成 了 命题 2.1 的 证 明 . B 


正如 我 们 已 经 指出 过 的 , 定理 2.1 现在 是 本 卷 第 四 草 定理 3.7 和 命题 2.1 的 推 
论 . 
事实 上 , 从 估计 式 (2.11) (或 (2.8)) 和 命题 2.1 出 发 , 我 们 可 建立 估计 式 


YT > 0, 3C > 0 使 得 Eo < c [ lAeldX, Vee XA (2.5) WKH, (2.23) 
E(x?) 


然后 我 们 再 应 用 HUM. | El 
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3 ”边界 条 件 加 在 y 和 Ay 上 
在 这 一 节 里 我 们 研究 下 述 系 统 的 精确 能 控 性 


y" + A?y =0 在 Q 内 ， (3.1) 
y(0) = y°, y'(0) = y! TE QW, (3.2) 
Vo 在 D(z?) 上 
“lo E Y.(z?) E, 
[: 在 D) E, (3.3) 
Ay = 


0 
这 个 问题 已 经 在 本 卷 第 四 章 第 4 节 中 考察 过 ORS 下 面 的 结论 : 
Vx’ c R” 3T (z9) > 0 使 得 T? 


V{y°,y'} e H (O) x M 
HAV = {de H’ E} 
Hvo, vi} € rae (1(0， TON 
pe (3. dits K Ky ) K 

在 此 ， 我 们 将 证 Se >0 en 6 控 性 , 更 加 明确 地 , 我 们 有 如 


(3.4) 


下 的 结论 , 曾 SUN 
定理 3.1 ik Bo teats jk x9 € R” 和 


T >0 HË S 
en aS 


Qv E H 1(Q) x V' (3.5) 


{vo, v1) € L?(X(a°)) x (1! (0,75 2? (1(a9)))' (3.6) 
使 得 系统 (3.1) (3.2) (3.3) 的 解 y 满足 


存在 一 对 控制 


y(T) = y'(T) = 0. 


WEBB ”运用 HUM 后 , 定理 的 证 明 归 结 到 下 面 估计 式 的 取得 
OA® >? 

dX, 
V6 e X = L?(0,T; V) NW (0, T; Hg (Q)) 为 下 面 的 解 


, 0o 
ic»of m«c|  ( f + | 


3 ”边界 条 件 加 在 y 和 Ay 上 . 317 ， 


$" + A? —0 在 QW, 
(0) = 4? € V, e'(0) = 9! e Hi(Q), (3.8) 
其 中 
Ey = Svago} +[|V8t]?), (3.9) 


此 处 | .| i829 (LO. 的 范 数 . 
证 明 的 方法 与 第 2 节 中 引进 的 方法 类 似 
步骤 1 由 本 卷 第 四 章 的 恒等式 (4.75), 我 们 有 
2T By < C i= (SP e za Pas + KR ? ASOF, 


(3.10) 
VE EX 为 的 解 ， 


此 处 (，) 记 为 L2(0) 的 数量 积 SS XS AN 


对 C > 0 充分 大 , 我 们 有 


a(t) + PE = ary), = OS - SA (I| 


o + SR Lo (0,7;L2(0)): (3.11) 


|(& (2), me 


mee (3.1 dus X: a 


mes on" IA [17 (om r2 (0); 
(3.12) 
Vb cx 8) AGO 


步骤 2 Te 证 明 的 步骤 1 中 使 用 的 紧 性 推理 , 我 们 可 得 


QAO > 
AP |r (0,7;12(9)) < of . (= Av =e Hz dd + || 17.5. (o, 7,2 (0)? (3.13) 
v c X Wy (3.8) 的 解 ， 
即 有 
OAF > 
E «otf + dX + |o [AN .I2 
0 ( n: oS | àv l ) | in (0,7; L (9))) (3.14) 
v6 c X 为 (3.8) 的 解 . 


步骤 3 我 们 接着 证 明 下 面 的 唯一 性 准则 ;: 
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引 理 3.1 在 定理 3.1 的 假设 下 , X 0 c X X (3.8) 的 一 个 解 且 


09 AB | ó 
pot ce 在 D(x) 上 ， (3.15) 


KA 更 三 
这 个 引 理 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 证 明 ， 


证 明 1 这 完全 与 命题 2.1 的 证 明 类 似 . 
我 们 首先 证 明 , 从 估计 式 (3.14) HA, 向 量 空间 


Y = (6 ec x WHE (3.8) 和 (3.15)} 


有 限 维 的 . NA 
利用 本 卷 第 四 章 推论 4.2 的 唯一 性 准则 , pene 5EY-(o. Ww 
WEAR 2 5|38 3.1 同样 也 是 Holmgren S: ET 见 本 卷 第 四 章 


.8 T) 
步骤 4 由 (3.14), sr day 分 >0 
2 TTC Ae Qos 
o oo T:L? d 
lel OE S - 


vo c x W x cS d S 
我 们 用 反 证 法 . E Way "aim ©, 使 得 
Se meten (3.17) 


S —1,  VncN. (3.18) 
从 (3.14)(3.17) (3.18) 可 得 


PS X PAR, (3.19) 
和 由 紧 性 (参见 J. SIMON [8]) 
Bn 在 L™(0,T; LAQ) 中 是 相对 紧 的 . (3.20) 
必要 时 可 抽取 子 列 , 我 们 因而 有 
n = 0 在 L®(0,T; V) 中 di T 
gy Bore, y 在 L°(0,7; H1(Q)) 中 53 * 收敛 ， 


p, 5t vq 在 L™(0,7; L7(Q)) 中 IRK, (3.22) 


P EOL E ERE RASE E OAIE OEE Y 
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因而 , 由 (3.18), 


l|®{|7,.0(0,7;12(9)) = L- (3.23) 


从 (3.17) 和 (3.21) 我 们 推出 , e c x 是 (3.8) 的 解 且 满足 (3.15), 而 由 引 理 3.1 
有 ,更 三 0. 因而 我 们 引出 矛盾 . 


这 就 完成 了 估计 式 (3.7) 和 定理 3.1 的 证 明 . E 

注 3.1 为 了 精确 控制 系统 (3.1) (3.2) (3.3), 我 们 采用 了 两 个 控制 (而 不 是 前 一 
节 中 考察 的 一 个 控制 的 情形 )， 也 就 是 说 , 必须 注意 这 两 个 控制 不 是 独立 的 (它们 的 
联系 在 应 用 HUM. 时 就 可 以 清楚 地 看 出 来 了 ， S 4T). 


事实 上 , 我 们 有 
jas X 
Ug = 
(3.24) 
ie ® 记 为 (3.8) 的 解 9 c EA Ve 中 的 导数 
不 是 取 在 广义 函数 的 意 》 ee 它 的 对 偶 空 间 


(H* (0, T; Z2(F(zo)))) zB um 
这 个 系统 仅 在 一 os oap 
这 个 方向 上 的 J. BAAL {参见 本 卷 第 四 章 第 4.8 节 ), 这 些 
结论 相应 于 Q Qs vac A 请 形 还 是 一 个 未 解决 的 问题 图 
A 同时 精确 能 控 性 SS 


在 本 节 中 我 们 研究 下 述 系 统 的 精确 能 控 性 


yi + A?yi = 0 在 Q@ 内 ,i= 1,2, 

n=0 Han EEE, 

ya = i BS (4.1) 
0 在 X, (a?) T, 

Ay» = vi 在 3 ups 


yi(0) = y?, y;(0) = EA, i= 12. 
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这 个 问题 已 经 在 本 卷 第 五 章 第 3 节 中 考察 过 了 . 我 们 取得 了 下 面 的 结果 : 
Yz? c R°3T (a?) > 0 使 得 当 工 > T(a9) BF, Bj 
V(y9,91,49,y1) e LQ) x H?(0) x HHA) x V', 
Rhv-(eeH?nH(Q0)| Ad =0 ET E}, 

Hui, ve} € L?(d) x L?(x(a?)) 
使 得 (4.1) 的 解 (31, yo} 满足 
yi(T) = y (T) =0 4E OF, i = 1,2. 
本 节 的 目的 是 证 明 , 事实 上 这 个 结论 对 任意 的 T > 0 都 是 正确 的 . 


我 们 主要 的 结论 如 下 : es 

定理 4.1 ORR 中 的 有 界 区 域 , HHA WC 阶 的 . dt za CR" 和 
全 > 0 均 是 任意 的 . S 

那么 对 所 有 的 初始 条 件 集 SS Q SN | 
(92,91,99, Ya} € L?( NS $(Q) CAEN (4.3) 


SOS (4.4) 
使 得 系统 (4.1) 的 解 {yi NS S 人 
A 2 


(4.2) 


存在 一 对 控制 


证 明 我 Se 3.3 节 ). 因而 这 就 归结 为 研究 
下 面 的 齐 次 系统 
W Æ Q 内, i=1,2, 
ON fx, m 
$)— Ağ, = 0 iE X L, 


$,(0)— 69, 6&/(0 = 6! 在 Q 内 ,i=1,2. 


更 明确 地 , 归结 为 得 到 下 面 的 估计 式 


By « Cf (A9, + 5? ) 'ax« 上 = 
ð E(x?) 


V{B1, Bo} c X X (4.5) 的 解 ， 


ot 


Pax 
(4.6) 


其 中 


X = (L® (0, T; H2(Q)) NW? (0, T; L2(Q))) x (L°(0,T;V) NW» (0, T; He (Q))). 
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Eo = Egi + Eo2, 
Bo: = 3SH + ASIP), TA 
Eo2 = = vip + |VAS$}?), 
此 处 用 | .| 既 记 为 [2(Q) 的 范 数 也 记 为 (L2(0))" HC 
证 明 这 个 估计 的 方法 依赖 于 本 卷 第 五 章 以 及 前 面 几 节 中 介绍 的 技术 . 
我 们 分 几 步 进行 
步骤 1 由 (2.23) 和 (3.7) 我 们 有 如 下 的 估计 : 
VT > 0, 3C > 0 使 得 
Eo < of ot ((A®;)? 


V{h,, Ba} € X W (4.5) OS 
步骤 2 ”由 本 卷 第 五 章 的 恒等式 >w A 
BS AX E ) (4. 9) 


f Ao, Prax = (( 
0d, pas: SS 
| AB1 5245) < LS (lems QM Bol|L (or r2 (0))- (4.10) 


(s (ONG Do 
——) (4.8) 


因而 对 所 有 的 e > 0, M > 


airing (或 与 D2) 相应 的 方程 乘 以 9^ (XLI 
'), MOD 
联合 ( Ke 4.10 Se ]v, 可 得 
aay az f 人 
= Ov 


4.11 
N T;L2(0)) + JA®2||7.0(0, T;L2(0))): =T 


V{®1, i: € X Wy (4.5) 的 解 . 
PR 3 利用 前 一 节 的 推理 方法 , 我 们 证 明 实 际 上 有 
PSF 00, T;L2(Q) 十 lA 92117... (o. T;L*(Q)) 
Ov} QAO 
«ej A +- 2) ume] CA 8v Sy d= + ||P2||70(,7;22¢)))» (4-12) 
因而 


80 o 8^3.» i 
Ey « olj (Ab + 4 a. | dX + lalli otor. j 
SEU OUO may? Oy ) © + MPalleco,rsza(a)) (is) 


V[9,,951 e X H (4.5) 的 解 . 
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步骤 4 利用 命题 2.1 的 证 明 中 提出 的 方法 , 我 们 接着 建立 下 面 的 唯一 性 准则 . 
引 理 4.1 在 定理 4.1 的 假设 下 , 若 {1, B2} € X 是 (4.5) 的 解 且 


ð (4.14) 
a 0 Æ E(x) 上， 


/ 
PL & x, 


我 们 有 629,20. 

步骤 5 利用 定理 3.1 的 证 明 中 的 步骤 4 的 推理 方法 可 从 (4.13) 和 (4.14) 出 发 
得 到 (4.6). 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 . a 

注 4.1 (4.1) 中 的 导数 vi 不 是 取 在 广义 函 H' (0,7: 

LT) 和 它 的 对 偶 空间 的 对 偶 意 义 下 的 . 因而 vj eS B 


5 一些 注 解 Sees 
注 5.1 前 几 节 a H i E3 lone 
确 能 控 性 , 其 所 在 的 空 mA FS 立 用 的 角度 来 看 , 并 
HKT Me” EMI N, s^ 4878 T (2°) 的 “ 尺 


二 ”达到 “最 小 ”， didis Os 4 saan SN 无 论 s? e R” 如 何 取 , 都 是 
的 一 个 “足够 大 的 ” zs b 
s ie ER 


Mey 解决 的 ， 控制 的 支撑 集 是 在 
T ti Ree ey 确 能 控 性 . E 
注 5.2 died 是 借助 于 转 置 的 方法 (参见 本 卷 第 四 、 
五 章 中 相应 的 章节 ) 定 》 ü 
注 5.3 ”本 附录 中 证 明 spe 4. 和 5.1 提供 了 精确 能 控 性 的 “典型 ” 结 
论 . 借助 于 通常 的 改变 范 数 的 技术 , 我 们 能 够 证 明 其 他 的 变化 形式 . 


注 5.4 ”在 每 一 个 我 们 证 明了 精确 能 控 性 的 情形 中 , 我 们 实际 上 可 以 证 明 , 对 给 
定 的 初始 条 件 , 存在 无 穷 多 个 控制 , 将 系统 带 到 平衡 状态 . 由 HUM 给 出 的 控制 , 它 
是 允许 控制 集中 使 得 相应 的 二 次 函数 达到 最 小 的 那个 . 例如 , 在 第 2 节 中 的 情形 , 由 
HUM 给 出 的 控制 , 它 极 小 化 了 泛 函 


1 
J(u) = F |u|7dd, 
2 E(x?) 


允许 控制 集 为 
Uaa = (v € L*(X(2°)) vy(T;v) = y'(T; v) = 0}. m 
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注 5.5 ”利用 同样 的 证 明 方法 , 我 们 证 明 的 结论 可 以 推广 到 下 面 形式 的 方程 的 


情形 
y’+(-AyPy=0 QA, (5.1) 
其 中 peN,p> 2 并 加 上 各 种 边界 条 件 . E 
iE 5.6 E [10] 中 我 们 证 明了 下 面 系统 的 内 部 精确 能 控 性 
y" t A*y=h TE Q 内 ， 
= ot —0 在 x Lb, (5.2) 
y(0) =°, y (0) =y 在 9 内 ， 
所 用 的 时 间 是 任意 小 的 . D 
更 加 明确 地 , 我 们 建立 了 下 面 的 结论 . 
在 定理 2.1 的 假设 下 , 设 9 是 Tad) 在 ONE Ses 那么 对 所 有 的 数 
值 


{y° E € 3) 


(5.3) 
存在 控制 hc LQ), h A E SR ae ) 满足 


Xt y = Ay = 0 的 边界 one 
注 5.7 MEO X 
RS —0 


在 Q Pi, 
fe xb, 


在 X(a?) E, (5.4) 
在 NOS e 


y’, y(0) — y. 在 QQ 内. 


我 们 有 下 面 的 精确 能 控 性 : 
“ 设 Q 是 R 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 工 是 C4 阶 的 . 设 zo eR TOR 


{yy} € HQ) x arn Ho(O)). 
那么 , 存在 一 对 控制 
{v1, v2} € L°(Z) x £°(0, T; (1^ (P. (25))))) 


使 得 (5.4) 的 解 y(z,t) 满足 
y(T) = y (T) = 0” 
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ee Pn En 2.1 是 互补 的 . 在 第 2 节 中 , 我 们 证 明了 , 在 仅 有 一 个 
ne 2 ay en 上 的 控制 ， 而 E P (z0) = ylx = 0 时 , 系统 的 精确 能 控 性 . 本 结论 证 
A isto) = =0 Ree 
aire th, 24 @ 关于 a? 是 星 形 区 域 时 , 仅 有 一 个 加 在 ys 上 的 控制 oy 时 的 精 
proie ed 
结论 推广 了 先前 I. LASIECKA 和 R. TRIGGIANI [5], [6] 的 结论 , 由 于 技 
eo ania 它们 必须 要 求 O 是 严格 星 形 的 . 此 外 , 在 一 般 的 情形 
下 ,在 [5], [6] 中, 控制 vo 取 成 以 整个 2 为 支撑 集 . 
证 明 的 方法 基本 上 就 是 我 们 在 前 面 的 章节 中 使 用 的 方法 . 我 们 分 几 步 进行 : 


步骤 1 应 用 HUM 后, 归结 为 建立 下 面 的 估计 式 : > 


Pirot I gen) < la a QR ee (5.5) 
WA (99,9!) e (H3 N H2(0)) x HLN) RS p A t) Ws Fn a 


$" + A20 = ~ 
ð= 2S SG "NS 
jew: 
552 利用 通常 "S MN 第 4 节 中 一 样 , 这 次 我 们 


[ rà zv Sa 
< PAP ma. VA some | 上 2A? Asar] (5.6) 
Y yY 


+ (A, 5 (m) SEF. 
步骤 3 我 们 证 明 , 存在 常数 Y > 0 使 得 对 所 有 的 全 > 0, 我 们 有 (参见 [5], [6]) 
T 
YT (Ils oj + IE Iliao) < f f (V9 [* + | VA9|^)dzat. (5.7) 
为 此 我 们 引进 算 子 
A= A? : RQ) ^ H?N), D(A) = H*n R(Q). 


能 量 
R(t) = ZUA e) «A e (p) 


5 一 些 注 解 . 325 - 


沿 着 所 有 的 轨道 都 是 守恒 的 ， 此 外 ,按照 P. GRISVARD [2], (E(0)7 在 (H?N 
H@(Q)) x Hi(Q) 上 定义 了 一 个 与 H9(Q) x HHO) 引出 的 范 数 等 价 的 范 数 ， 如 此 
我 们 得 到 了 (5.7). 


步骤 4 由 本 卷 第 四 章 第 3 节 中 的 正 向 不 等 式 , 我 们 有 
f ASPAR < Cle" croco + IAP ore) 
因而 我 们 有 , 对 充分 大 的 C > 0, 
2| n PA ABAD] + (AG, 27- (m^) - FOE 


< T (I8? fas os + IP coy) + CI" poc mue) 68) 


此 外 , 按照 J.-L. LIONS [7], 我 们 有 


人 17 Asaz < C(I 9) + NA 
SC S 


因此 , 对 于 充分 大 的 C > 0, 
[> 


op Ue VAAL m: ie 
E) AT 
<3, KS x) Las m v| Vs A9[^dX 


MX MX SM TE Lus WARPED). (59) 


联合 (5.6) os Ya MS 


P Ueo I y) < Cf, P 人 Iveaspaz (ao 


Hle l7. (o m. z2 (0) 十 IA ss (om r2 (0)))- 


步骤 5 由 估计 式 (5.10) 并 且 用 前 面 章 节 中 的 推理 方法 , 我 们 就 可 得 到 下 面 的 
唯一 性 准则 : 


6” + A276 =0 TE Q A, 

pp de ug TE X E, = =0. 
Ov Ov 

VAG = Æ X(x?) E, 


从 估计 式 (5.10) 出 发 , 并 采用 前 面 章 节 中 的 方法 , 就 可 以 证 明 这 个 唯一 性 准则 . 
这 个 结论 的 一 个 详细 的 证 明 将 在 [11] 中 给 出 . l B 
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附录 2 ” 双 曲 问题 中 的 控制 和 镇 定 
(C. BARDOS, G. LEBEAU, 
J. RAUCH) 


> 
(由 C. BARDOS OS | 


1 引言 

Lele ORS 播 a E 非常 
特别 地 ， nen E 的 条 件 , 使 得 我 们 施加 作用 的 范围 满足 这 些 
条 件 后 , 我 们 就 有 精确 能 控 对 于 精确 能 控 性 , 我 们 采用 本 书 演示 的 HUM 
方法 . 但 是 oe ie 以 便 得 到 (在 与 双 曲 问题 
有 关 的 方面 ) 最 精细 的 结论 . 这 项 工作 的 主要 部 分 专注 于 常 系数 波动 方程 的 Dirichlet 
问题 , 但 是 读者 将 注意 到 下 面 几 点 

(i) 系数 是 常数 这 个 事实 , 可 使 记号 明显 地 简化 , 但 是 假如 方程 是 变 系数 的 , 只 要 
这 些 系数 是 Coo 或 在 有 些 情形 是 解析 的 , 证 明 仍然 是 完全 成 立 的 . 此 外 , 下 面 描述 的 
_ 些 证 明 步骤, 需要 做 局 部 的 调整 , 以 变 成 一 个 半空 间 中 的 问题 , 需要 对 a’ Alembert 
算 子 做 变换 , 以 变 成 用 由 SJOSTRAND [31] 给 出 的 典范 形式 的 算 子 . 在 这 个 层面 上 ， 
我 们 就 不 能 只 讨论 常 系数 问题 . 相反 地 , 在 我 们 实际 的 工作 中 , 我 们 并 没有 涉及 在 具 
有 “ 角 点 ”区 域 上 的 问题 或 混合 问题 , 因为 这 已 经 由 P. GRISVARD [10] 完成 了 (在 
特殊 的 几何 性 质 下 ). 

(i) 能 控 性 和 镇 定 的 必要 的 几何 条 件 在 此 并 不 是 第 一 次 出 现 ; 正文 中 对 它们 的 
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述 , 仪 仪 是 重复 一 下 有 关 散 射 理论 或 奇 性 传播 理论 的 经 典 结论 . 这 种 形式 的 第 一 个 
论 属于 RALSTON [29] (1969). 得 到 这 个 结论 , 没有 用 到 波 前 集 的 概念 . 然而 这 个 
念 的 使 用 , 特别 在 由 SJOSTRAND [32] (1980) 引进 的 解析 传播 的 框架 下 , 能 得 到 
快 的 证 明 、 更 精细 的 表述 . 

(iii) 精确 能 控 性 的 证 明基 于 HUM 方法 , 这 需要 证 明 一 个 先 验 不 等 式 . 这 个 不 等 
的 推导 , 组 成 了 我 们 的 工作 的 主要 部 分 , 它 包 含 几 个 步 又: 

(1) 得 到 局 部 或 微 局 部 正则 性 以 及 这 个 正则 性 的 传播 ， 其 中 借助 了 MELROSE 
| SJOSTRAND [25] 的 结果 . 

(2) 唯一 性 定理 的 证 明 , 用 了 有 限 维 数 法 . 

(3) 闭 图 像 定 理 的 使 用 . 像 我 们 将 会 看 到 的 那样 , 这 最 后 一 步 并 非 平凡 ; 当然 方 
:也 是 标准 的 . 我 们 描述 并 证 明 一 个 抽象 的 定理 , 我 们 将 称 这 为 迹 空 间 中 的 闭 图 像 
FA. 


因而 , 我 们 记 算 子 口 : Dv = 62u—Au, i Q 其 边界 AN =T 
:解析 的 . RATE v ea AR y ex 向 的 导数 . 
们 引进 工 的 子 集 To, 以 及 数 T (为 了 确定 的 可 反 转 
), 我 们 主要 考察 下 面 两 个 典型 问题 . SS 

问题 1 Dirichlet 问题 的 精 


给 给 出 必要 和 充分 条 件 ， ig hine Quas XS pee 
制 g(z,t), 定义 在 To x SS D 
Lu = 0 S Q M u A = (uo(z), ui(z)), (1) 


zs ESQ (0/r) = g(x, t) (2) 
t=T, 满足 关系 式 : ( Eu( < 


那么 , 我 们 称 有 精确 能 
问题 2 位 于 边界 的 镇 定 人 


我 们 考察 发 展 问题 
Ou=0 在 QxRi+ A, (u(x, 0), u(x, 0)) = (uo(z), ui(z)), (3) 
ul(r\ro) = 0, AutA(L)Aulr, =0, Xf t>o. (4) 


(4) P, AC) 记 为 一 个 正 函 数 , 我 们 知道 , 对 正 的 上 这 个 问题 是 适 定 的 , HE Do 是 
的 非 空子 集 , 解 的 能 量 趋 于 零 . 这 个 结果 属于 IWASAKI [17], 出 于 完整 性 的 考虑 ， 
们 将 给 出 一 个 简短 的 证 明 . 然而 , 这 个 能 量 的 衰减 , 在 某 些 情形 下 , 可 能 非常 缓慢 . 
样 , 我 们 称 镇 定 ， 当 我 们 对 所 有 能 量 有 限 的 初始 值 能 够 保证 一 个 能 量 的 指数 衰减 
者 还 要 求 是 一 致 的 ). 
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我 们 打算 证 明 的 结果 , 大 致 如 下 : 

假如 所 有 的 光线 遵循 几何 光学 定律 传播 , 在 0 的 边界 反射 (同样 遵循 几何 光学 
定律 ), 在 时 间 段 (0,7) A, 至 少 与 To 相交 一 次 , 那么 有 精确 能 控 性 . 反之 , 若 存在 光 
线 , ETS To 的 闭 包 相交 , 那么 没有 精确 能 控 性 . 假如 存在 时 刻 T, 使 得 在 时 间 段 
(0,7) A, 所 有 的 光线 与 To 相交 , 那么 问题 (3) (4) 可 镇 定 . 反之 , 假如 对 所 有 的 时 刻 
T, 至 少 存在 一 条 光线 , 在 时 间 段 (0,7) A, 不 与 To 相交 , 那么 不 可 镇 定 . 

LASIECKA 和 TRIGGIANI [19] (同样 参见 LIONS [21]) 证 明了 , 精确 能 控 性 意 
味 着 一 个 镇 定 化 子 的 存在 性 . 此 处 , 我 们 分 开 处 理 这 两 个 问题 . 当然 , 我 们 证 明 , 在 类 
似 的 条 件 下 , 它们 两 个 都 是 可 解 的 . 对 于 镇 定 , 我 们 采用 了 一 个 受精 确 能 控 性 启发 的 
方法 , 但 是 它 同时 也 是 “直接 的 ”方法 . 代替 证 明 镇 定 化 子 的 存在 性 , 我 们 证 明 , 在 9 
的 部 分 边界 上 的 边界 条 件 6,w +A = 0, 使 这 个 后 n 了 有 效 的 镇 定 化 . 所 采 
用 的 证 明 同 样 能 够 用 来 分 析 采 用 下 面 的 其 他 关系 了 Ou + K(t)O,u = 0, 其 中 
K(z) 为 一 个 合适 的 正 的 算 子 . 通过 对 定理 的 | 到 , 推广 到 非 线性 


算 子 是 可 随时 实现 的 (也 可 参见 KOMORNI 
传播 和 镇 定 的 关系 已 经 在 a 0] Ta 要 

么 是 一 个 没有 边界 的 集合 (代替 ~ 以 z)a6tu 的 项 做 

出 的 镇 定 ， elope = > aes mined 基本 的 问题 当 

n 更 具体 地 ， < 的 定义 . 这 是 后 面 
PHA. SS 

2 idi s 


- 
经 验 告 i NE SN Ke, 这 经 党 是 有 益 的 ， 按 此 想法 ， 


在 控制 框 染 WM =T xR; aa M =Q x Re, 
ƏM =T x Rz). fi NS 


u-—0 (5) 
我 们 考察 可 延 拓 分 布 (DP, NM prolongeables), 也 就 是 说 , R7 x R, 上 的 分 布 
在 M 上 的 限制 所 得 到 的 分 布 . 
我 们 称 一 个 解 是 属于 Sobolev 空间 H* (s 是 正 的 或 负 的 ), 若 对 一 个 有 限 非 零 的 
Be L, 我 们 就 有 u c Hs(Q x (0, L)) (我 们 忽略 关于 t 趋 于 无 穷 大 时 的 不 可 积 性 ). 这 个 
性 质 显然 不 依赖 于 L. 特别 地 , 我 们 看 出 , 对 边界 条 件 为 Dirichlet 型 的 或 Neumann 
型 的 , 空间 H* 在 代数 和 拓扑 上 , 与 解 空间 恰好 一 样 . 这 些 解 在 某 一 个 任意 给 定 的 时 
刻 (特别 对 t= 0), 具有 有 限 的 能 量 , 也 就 是 说 , 满足 经 典 的 关系 


[Monte OF + |Vazu(z,0)|?)dz < +00. (6) 


由 于 M 的 边界 不 是 d'Alembert 算 子 的 特征 面 , 而 所 有 的 分 布 在 局 部 都 是 有 限 
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的 . 我 们 能 够 将 (5) 的 解 在 M 的 外 面 做 零 延 拓 ， 我 们 将 总 是 记 和 为 u Æ M 外 用 
延 拓 的 唯一 延 拓 , 它 满足 方程 : 


Olu = 0,u Q dam + u® ô (fom). (7) 


在 (7) "P, u 和 O,u 是 定义 为 , 在 一 些 合适 的 分 布 空 间 中 , u 在 OM 上 的 迹 (S 
HORMANDER [106], 更 特别 地 , 第 3 卷 附录 B 及 定理 B.2.7). 

我 们 将 利用 波动 方程 解 的 奇 性 的 传播 . 在 算 子 02 — A 的 情形 , 这 些 奇 性 沿 着 特 
锥 传播 , 在 ON 上 按照 几何 光学 定律 反射 . 为 了 阅 明 这 些 概 念 , 在 RÉ x R x ((RZ x 
)\{0}) 中 , 我 们 引进 特征 锥 C, 其 定义 为 : 


FAK pe dM 的 点 . 我 们 要 引进 这 样 的 光线 ， Bi 律 进行 反射 ， 


们 将 OM 上 满足 下 面 关系 式 的 点 (p,q) 和 eS. 
| E 
如 此 , 我 们 构造 了 Com 上 的 一 人 1 E3 esa T*(M)\{0}U 


(0M)\{0} 的 一 个 子 集 ， id bag 典 的 结构 . TE Dy 
我 们 定义 一 族 参 数 曲线 。 ro 
(i) Æ T*(M) E, € SS DN. 

(ii) Æ T*(8M) TY 


amilton Se 
dst = —7, M ok d,T = 0, dsé = —V y g(x’, £^), (11) 


g(x’, é’) 记 为 由 R7 x Ry a 0M 上 诱导 的 度量 . 

然后 , 我 们 构造 Co 光线 , 它 是 将 曲线 yy, ys 做 有 限 合成 , 假如 这 些 曲线 具有 
面 的 性 质 : 

(i) 反射 : v; 和 和 Yj 分 别 在 s < so 和 s > so 时 是 (10) 的 解 , TE s = so Ab, 它们 
足下 面 的 关系 : 


(p,a) = ((2,t), (€,7)) | Ir]? = IE. S. 
我 们 将 记 Cu 为 由 C 中 点 (p,q) 组 成 的 集合 ， XN D eie 记 Com 为 满 


(10) 


Yi(s0) = Yi+1(s0) € OM, qj(s0) — 9541 (so) = 2(4;(80) : v(z))v(z). 


(ii) 接触 : y FE s < so 时 是 (10) 的 解 , 而 ya TE s > so 时 是 (11) 的 解 , 在 
= so 处 , 有 : 


^ri (so) = (p;(s0), q;(s0)) c 0M x Rd H qj (so) . V(so) = 0. 
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如 此 , yj(so) 等 同 于 T*(8M) 上 的 一 个 点 , HA: 


Yi(s0) = ¥541(S0), ¥j(S0) = viia (so). 


最 后 , 我 们 除去 一 些 曲 线 , 它们 合成 时 所 在 的 点 v; (so), 那里 的 切 向 量 完全 包含 
在 MU {7Y;(so)} 内 (参见 图 A2.1). 


ee a ee ee CR MS PB 零 ,线段 (po + 
sq, 00) 包含 在 M Hj. 一 个 人 ae KAE IK”, 假如 
它 是 4 À 


是 绕 射 点 , 在 其 他 情形 下 ， “HF re NE TPO AAD LAR. 


通过 x, 上 的 每 一 点 ， AS. 
SS > 


落 在 Dy AY). 
的 一 人 


= 


这 是 一 个 绕 射 点 
这 不 是 光线 y 的 一 个 好 的 控制 点 
A2.2 


由 Ce 光线 组 成 的 集合 , 如 此 定义 了 Dy 上 的 一 个 变换 群 . 我 们 称 Xo 被 Hamil- 
ton FFP AUK. 当然 , 所 有 这 些 构 造 对 变 系 数 算 子 也 可 以 做 出 . (一 个 完整 的 演示 可 
参见 HORMANDER [16] 第 3 卷 第 24.3 15). 这 个 流 的 意义 在 于 这 样 一 个 事实 , € 
承载 了 所 有 可 延 拓 分 布 的 微 局 部 奇 性 , 这 些 函 数 是 Olu = 0 的 解 , 满足 Dirichlet 型 
边界 条 件 、Neumann 型 边界 条 件 (或 所 有 的 Kreiss 型 边界 条 件 :; 在 我 们 改变 边界 条 
件 的 情形 , 例如 从 Dirichlet 型 变 成 Neumann 型 , 不 适用 这 个 分 析 ). 更 精确 地 , 我 们 
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| 进 关 于 变量 z 和 t 的 Fourier 变换 F, 我 们 定义 一 个 分 布 的 波 前 集 W F(u), 它 是 
*(M)\0 FP BST. 我 们 称 T*(M)\0 中 的 一 个 点 


mo = (po = (xo, to), go = (£o, To)) 


REF u 的 波 前 集 , 如 果 存 在 一 个 无 穷 次 可 微 的 紧 支撑 集 的 函数 $, 在 (mo, to) 的 一 
上 锥 形 邻 域内 等 于 1, 使 得 函数 F(du) 在 qo 的 一 个 邻 域内 是 速 降 的 . 我 们 可 以 验证 
IMEX (参见 HÓRMANDER [16]) 与 $ 的 选取 无 关 . 因而 , 波 前 集 的 定义 意味 着 ， 
王 实 空间 和 Fourier 空间 的 一 个 同时 的 局 部 化 ; 当然 , 我 们 可 以 定义 微 局 部 Sobolev 
s 间 . 特别 地 , 我 们 称 一 个 函数 在 点 mo = (po = (zo, to), do = (Eo, 70)) 的 一 个 微 局 
刷 邻 域内 属于 Ho, 若 存在 一 个 无 穷 次 可 微 的 函数 o, 在 po 的 一 个 邻 域内 等 于 1, 以 
EE D) 在 的 一 个 邻 域内 等 于 1, NS 


S. 
是 S "ES 


fasiot ee 


lal 
AKA, 我 们 将 记 ue Hi. 当然 , 这 RS 


的 选取 无 关 . 

由 于 我 们 将 需要 直到 边界 的 if SRS qum 
EX, 这 由 MELROSE 和 PR 

定义 1 我 们 称 一 个 OST ic 
i WF), rh u & ee 

(i) 4 mo e TM) 的 波 前 集 . 

(ii) 当 mo € 

(1) 一 个 坐标 变换 \ 它 I CIE, 其 其 中 , 在 po 附近 , om 与 超 平面 
yn — 0 重合 ， M= yn > 0 重合 . 


(2) 一 个 一 阶 拟 微分 算 过 R yny, E), 关于 变量 y, E 是 微 局 部 椭圆 的 , 最 终 
作为 一 个 系数 而 依赖 于 yn, 在 (Uny) 的 一 个 邻 域 外 无 限 次 正则 , 使 得 对 
一 个 a > 0, RITA B'(y,, y, £)u € C**(0,a, R2). 
当然 , 若 在 点 mo 的 一 个 邻 域内 (直到 边界 一 致 地 , 若 po 属于 0M), u 是 无 限 次 
TER, 则 mo 永远 不 属于 u 的 直到 边界 的 波 前 集 . 
反之 , 我 们 可 证 明 (这 不 是 平凡 的 , 参见 MELROSE 和 SJOSTRAND [25] 命题 
.2, 第 595 页 ), 对 所 有 的 Du = 0 的 可 延 拓 分 布 解 u, 上 面 的 定义 与 坐标 变换 的 选 
B. SBR B 的 选取 均 无 关 . 
“直到 边界 ”的 奇 性 包含 在 2 内, 并 沿 着 Hamilton 流传 播 . 更 加 精确 地 , 我 们 
各 需要 下 面 经典 的 陈述 , 我 们 将 它 整 理 到 下 面 的 命题 中 . 


命题 1 我 们 设 Q 的 边界 是 两 个 不 相交 的 连通 集合 的 并 工 = TI1 Urn. 其 中 一 
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个 最 终 可 以 是 空 集 . 我 们 考察 问题 Dw — 0 Æ M 中 的 可 延 拓 分 布 解 u, 边界 条 件 为 
(Ci)ulr, =0 E (Co)dulr, = 0. 


那么 , 我 们 有 下 面 的 陈述 
(i) WH (u) 包含 在 D, A 
(ii) 对 所 有 包含 在 Yu, 内 的 CO 光线 y, 它 只 能 产生 下 述 两 种 情况 之 一 : 
(1) y 所 有 的 点 属于 WH (u). 
(2) y 没有 点 属于 W Fu). 
(ii) 对 所 有 包含 在 X, 内 的 Coo 光线 y, 且 具 有 至 少 一 个 内 点 , 我 们 能 够 相应 得 
到 一 个 下 面 问题 的 可 延 拓 分 布 解 u SN 


Ou = 0 4 Q x R, A , (12) 


满足 关系 式 W Fy (u) = NA 

注 1 点 的 和 点 的 在 priory te p 25 v 要 得 到 点 
(iii), 只 要 在 y 内 部 的 一 点 mo = (18b Eo a ÖRMANDER 
[16] 第 1 卷 第 278 页 定理 8.3.8 um S 就 足够 了 )， 如 此 ， 


我 们 得 到 了 在 全 空间 中 定义 的 HARE. 当然 , u A 
再 满足 边界 条 件 . 那么 , 我 


Dv=0 :oe SS to) = 0, vlamxr, = 4, (13) 


利用 传播 定理 ， i, 
为 了 理 能 控 x | a 我 们 知道 , 一 个 函数 的 解 
析 性 理解 为 它 的 fo as . 将 这 个 概念 微 局 部 化 是 可 以 带 来 方便 的 ， 
he RIO 们 不 能 用 一 个 具有 紧 支 撑 集 的 函数 做 乘法 ， 
会 严重 影响 解析 性 质 . ee reine 
定义 2 我 们 称 ， M)\0 的 点 mo = (po qo), 不 属于 一 个 可 延 拓 分布 u 
的 解析 波 前 集 , 假如 表达 式 
nd JI e 30r uly) dy (14) 


关于 A, TE (po, qo) 的 一 个 邻 域内 对 (p,a) 一 致 地 指数 衰减 ( 当 这 个 实 参数 和 趋 于 无 
FK). 为 了 看 出 这 个 定义 推广 了 通常 的 解析 概念 , 我 们 注意 到 , (14) 也 可 写成 : 


/| e- 3 (PU) mad. 


关于 p 在 po 的 一 个 任意 小 的 邻 域 之 外 ， 因 子 e-20-9 ”5 引进 了 指数 衰减 ， 同 时 
e-Me-v« 的 作用 就 如 通常 Fourier 变换 的 那个 项 . 特别 地 , 若 u 关于 po 是 解析 
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的 (在 通常 的 意义 下 ), 则 没有 T*(M)NO 的 点 (po, q) 属于 解析 波 前 集 , 反之 , AMT 
有 的 q, (po, q) 都 不 属于 u 的 解析 波 前 集 , M u 在 po 附近 , 按 通常 的 意义 , 是 解析 的 . 


变换 

u f| «3e uas 
#KA Bros 和 Iagolnitzer Fourier 变换 . 上面 的 概念 也 可 用 传播 的 性 质 加 以 印证 , 虽然 
这 些 性 质 会 变 得 特别 复杂 , 当 那 个 开 集 不 是 凸 的 时 候 . 我 们 仅仅 提 及 下 面 的 结论 . 


命题 2 我 们 设 OX EU, 那么: 
(i) 对 所 有 不 包含 在 T*(0M) 内 的 Coo 光线 y, 它 只 能 产生 下 述 两 种 情况 之 一 : 


(1) y 所 有 的 点 属于 的 解析 波 前 集 ， 
(2) y 没有 点 属于 的 解析 波 前 集 . 


(ii) 对 所 有 不 包含 在 T*(8M) 内 的 Coo 光线 QW 4 a8 FENG 43-38] —4F n I] 


题 的 可 延 拓 分 布 解 u S 
Du-0 在 Qx sy N SN (15) 
使 其 解析 波 前 集 与 y EF. WS Q 
(i) 在 SJOSTRAND N NS (ii S 注 1 中 那样 处 理 , 先 
去 到 全 空间 . AG 


3 Dirichlet Ro 


WEM A n SS iu K WOM WIE To x (0,7). R 


IRE FR SER RS 
定理 A 下面 五 个 断 富 都 可 从 前 一 个 推出 . 


(i) 所 有 的 光线 7 与 五 = X (0,7) 至 少 在 一 个 非 绕 射 的 点 相交 一 次 . 
(ii) 下面 的 可 延 拓 分 布 解 


Du=0 在 Dx 了 tt 内，  ulw-0 (16) 


假如 还 满足 关系 式 
dulx € L?(K), (17) 
则 必定 属于 空间 HH. 
(ui) 存在 常数 C, 使 得 对 所 有 属于 HT 的 解 u, 我们 有 : 


lulla: 和 Cl8vullz2qo. (18) 


3 Dirichlet 问题 的 精确 能 控 性 835 ， 


(iv) 对 所 有 的 Cauchy 4& u(z,0), u(x, 0), 属于 
| L?(Q) x H7*(Q), 
存在 一 个 函数 o, 属于 L(K), 使 得 非 齐 次 Dirichlet 问题 的 解 : 
0ju — ^u 20 Æ M 内 ，wlk — 9, ulm — 0, (19) 
加 上 这 同样 的 Cauchy 值 , 满足 
u(z, T) = Ou(z, T) = 0. 
(v) 对 所 有 的 Cauchy 值 u(x,0), Oru(z, 0), 属于 
(D'(Q))’, 

存在 分 布 g, 支撑 集落 在 K A, 使 得 下 面 问题 的 


du 一 Au =0 在 KAN << (20) 
加 上 这 同样 的 Cauchy 值 满足 o SN eS 


Rs < 
定理 B — S AOCS 闭 包 ) 相交 , 且 至 少 有 一 


ERE OM 的 IRSN e» VAS 说 其 他 的 断言 ,都 不 成 立 ， 

定理 A kvapas A 

注 2 All B 述说 说 来 , 定理 A 的 所 有 断言 与 下 面 说 法 等 
价 . 所 有 的 光线 vy A 明 的 叙述 中 将 证 明 的 那样 , 唯一 使 这 个 等 价 性 
不 成 立 的 情形 , 相应 


线 与 K 相交 于 绕 射 点 ( 当 凸 的 时 候 , 没有 这 种 点 ). .事实 上 , 在 这 些 情况 下 , 我 
们 不 能 构造 一 个 解 , 在 K 上 是 正则 的 , 但 在 y 上 是 奇异 的 . 反之 , 若 假设 每 个 奇异 
的 光线 是 一 组 与 K 不 相交 的 光线 的 极限 , 那么 断言 (i), …, (v) 与 下 面 的 断言 等 价 : 
所 有 的 光线 7 与 K 相交 . 


我 们 开始 先 承认 定理 A, 而 证 明定 理 B (这 样 的 开始 能 使 我 们 理解 , 为 什么 在 定 
理 A 的 证 明 中 出 现 的 完备 性 结论 并 不 是 平凡 的 ). 

定理 B 的 证 明 若 在 Q x [0,7] 中 的 一 条 光线 y, 不 与 K 相交 , 且 有 一 点 落 在 
M 的 内 部 , 我 们 能 够 构造 一 个 解 u, 在 y 外 是 Co? 的 , 且 在 这 条 光线 上 的 每 一 点 都 
是 奇异 的 . kv 是 下 面 问题 的 解 : 


Ov -Av=0 在 M 内 ，wvlem =9g - (21) 


EE 线 5 K 相交 , 但 不 与 K 相交 , 或 者 相应 于 光 
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WIE suppg 包含 在 K Pj, H Cauchy 值 均 为 零 ; 那么 , 由 奇 性 的 传播 结论 , v WE v 
总 是 正则 的 . 如 此 , 不 存在 g, 在 加 上 相应 的 解 v 时 , 能 够 将 ut o 和 它 关 于 t 的 导 
ERTA T 带 到 0. 如 此 , 定理 A 的 最 后 一 个 断言 (断言 (v)) 是 不 成 立 的 , 其 他 的 
bh 是 同样 如 此 . 


注 3 在 同样 的 想法 下 , 我 们 能 够 直接 证 明 , 假如 存在 一 条 光线 不 与 KC 相交 , 定 
里 A 的 断言 (ui) 不 成 立 . 为 此 , 只 要 采用 RALSTON [29] 的 证 明 , 他 构造 了 一 个 解 ， 
能 量 在 一 个 (任意 ) 有 限 的 时 间 段 里 , 被 局 部 化 在 一 条 光线 周围 . 就 像 M. TAYLOR 
出 的 那样 (一 直 没 发 表 ), RALSTON 的 证 明 可 以 推出 奇 性 传播 的 结论 , 这 只 要 将 
-个 在 y 上 奇异 的 解 , 在 时 间 上 做 正则 化 . 


注 4 存在 简单 的 情况 , 使 得 表达 式 


|Q.u|| rau D 
EH! 上 定义 了 一 个 范 数 ,即使 几何 能 控 性 假设 未 ee aT RB 
,并 应 用 Holmgren 定理 (特别 地 , 对 一 个 常 系 RC HORMANDER 
[5] 第 312 页 的 定理 8.6.8). 在 这 种 情况 下 ， Quse ae 控 的 解 ， 
Li F 的 对 偶 (F 是 H 关于 范 数 pink M FEIN OU F, 假设 存 


FE 一 条 光线 , 它 与 OM 相交 的 地 方 yeh 包 相 交 . FE T 
TAI, 可 控 的 解 将 为 零 , 因而 zs HEN veta 文 个 简单 的 情况 
~, 微 局 部 解析 性 (用 Bros Ea S “oh WA > 传播 . 由 此 可 推 
h (与 定理 B 的 证 明 一 样 PS ESE) TE e td 
0 此 , F 似乎 是 一 个 > 此 hs UARN F, 我 们 能 够 阐明 这 
s 间 某 些 性 质 EA UX [ XO 

定理 A AERA (iii) 党 文 个 事实 ， 只 要 用 对 偶 性 , 更 加 特别 


b, 用 HUM 方法 . (v) 
AN {(2,t),0<t<T} 的 阶 


ae 局 部 地 (因而 在 
ARS acti MR 限 阶 的 . 此 外 , 算 子 


mm 


j d'Alembert 算 子 可 交换 , 并 且 保 持 边界 条 件 不 变 . 对 u 应 用 这 个 算 子 足够 多 次 , 我 
] 能 够 到 达 这 样 的 情形 , 那 时 R(t)*u 的 Cauchy 值 落 在 LO) x HHN) 内 .那么 ,我 
] 构 造 出 了 相应 的 控制 g, FFA, 我 们 得 到 了 u 的 控制 , 只 要 对 9 应 用 算 子 (1— 92)*. 

对 (i) 意味 着 (ii) 这 个 事实 的 证 明 , 代表 着 我 们 的 主要 的 贡献 ; 我 们 从 中 得 出 , 在 
L 何 能 控 性 条 件 得 到 满足 时 , 表达 式 lovulla 在 H? 上 定义 了 一 个 范 数 , 也 就 是 
) 意味 着 ( 这 个 事实 . 如 此 , 我 们 说 明了 , 若 存在 时 间 T, 使 得 K = To x (0,7) JL 
J] 地 控制 了 这 个 问题 , 则 这 个 时 间 总 是 大 于 或 等 于 最 小 的 唯一 性 时 间 T". 这 个 时 间 
34 P 


2 ET —Av=0 在 M A, v|rx(0,T) = 0, O,v|r, x(0,T) = 0 (22) 
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v 恒 等 于 零 ; 属于 CAZENAVE [3] 的 一 些 例子 似乎 指出 , 在 所 有 的 维 数 下 , 我 们 
能 够 构造 开 集 , 使 得 这 两 个 时 间 恰 好 相等 ; 当然 , 在 很 多 几何 例子 中 , 这 两 个 时 间 是 
不 同 的 . 断言 Gi) 意味 着 断言 (ui), 这 说 明 , 在 这 种 情形 下 , 表达 式 Owl r2(ro x (or) 
在 H! 上 定义 了 一 个 范 数 , 因而 , F 与 Hi 重合 . 考虑 到 注 3, 这 一 点 不 是 显然 的 . 事 
XE, 若 唯 一 性 假设 得 到 满足 , 而 几何 能 控 性 假设 不 成 立 , 则 下 的 完备 化 不 是 一 个 分 
布 空间 . 


证 明定 理 A 中 © 意味 着 (ii) 的 事实 
主要 点 是 


命题 3 Aau T A SES ZR E 


02u — ^u — 0 EMA. D (23) 


另外 , 设 mo = (po, qo) € Cam. 设 在 po Sa AQT HO A 


ulamnu € ERN SeS (24) 
ENTE io (25) 
A, 局 部 地 (在 po 的 一 个 邻 域 A ZK E Jb Ab, w 


是 一 个 函数 属于 RN v E DAE f£ Æ OMAV 上 为 
零 , 它 有 下 面 的 正则 性 质 ， 
NA 


(i) 对 mo = (po SS | 
SS SS (26) 
(ii) 对 mo = ES = 0) 


M 2 (27) 


注 5 FXE, 命题 3 是 下 面 这 个 很 容易 得 到 的 局 部 绪论 的 逆 命 题 


命题 4 ik ux 2 4 02u— Au =0 在 M 内 的 可 延 拓 分 布 解 . KU X, mo c M 
的 有 界 开 邻 域 . 假设 我 们 有 


ulMnu € H'(Mn U) 及 ulamou € Hi(0Mn U). (28) 
那么 , 在 mo 的 某 个 领域 内 , u 的 法 向 导数 属于 L, (也 即 ) 满足 


OLulamnu € L^ (0M NU). (29) 
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WERA (证 明 可 以 在 课本 里 找到 , 为 了 完整 起 见 , 我 们 做 一 个 回顾 ) 
我 们 引进 一 个 向 量 场 (关于 r, 系数 依赖 于 z M t, D oilz, t)O2,), 其 中 O(a, t) = 
Ma, t)v, 此 处 0 是 一 个 正则 函数 , 支撑 集 为 U, 且 有 下 面 的 性 质 : 


09>0 在 69M 上 , 且 09=1 在 po 的 一 个 邻 域内 ， 
那么 , 我 们 有 (其 中 的 记号 是 显然 的 ): 
0 = (Ou — Au, 9 Vu) = — (su, ,($ Vu)) 一 f 0,u.ó Vudodt + (Vu, V(¢Vu)) 
aM 


E (Osu) Oa oven) = | lovul?dodt (30) 


+ (Vu, (V4)Vu) + (Vu, 6v OQ, 
f $.v|O,u|*dedt = — PCM SON (31) 
OM 


A 


或 进一步 


(31) 的 第 二 部 分 的 前 两 项 被 AN "Y x NOS IIS WU 给 出 


— (Bu, $ V8yu) E (Vu, d. Rs F) $.v\Vul2dodt 
OM 

we a N (32) 
S NS PAS lO,u|?)dzdt. 


我 们 将 (32) "my 第 NUES 
1 1 1 
2 i: b.v|Vul?dodt 5 B $.v|8,u|?dodt + F » $.v|V'u|?dadt, (33) 


此 处 V 记 为 沿 着 与 OM 相 切 方向 的 梯度 . 将 上 述 的 关系 式 组 合 起 来 , 我 们 就 得 到 了 
命题 4. 


命题 3 的 证 明 分 成 好 几 个 步骤 . 在 步骤 1, 我 们 推导 当 uu Æ 0M 上 为 零 的 情形 的 
陈述 , 并 且 我 们 接着 就 把 自己 限制 在 这 种 情形 中 . 在 步 又 2, 我 们 研究 分 布 vv@bax 
的 微 局 部 正则 性 . 在 步骤 3, 我 们 证 明 , 对 所 有 非特 征 的 m, 我 们 有 


uc Hil. Ve » 0 
而 对 所 有 特征 的 但 非 绕 射 的 m, 我 们 有 


uc Hl/. 
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因而 , 剩 下 步 又 4 要 赢得 5 阶 正则 性 


步骤 1 我 们 引进 函数 olx, t), 其 无 穷 次 可 微 , 文 撑 集 在 U 内 , 在 po = (20, to) 
点 的 一 个 小 邻 域内 等 于 1, RINE w 为 下 面 问题 的 解 


3w -Aw=0 EMA, w(x, to) = &w(x, to) =0 wlaw = du. (34) 


由 求解 混合 双 曲 问题 的 经 典 理论 (参见 CHAZARAIN 和 PIRIOU [5], 或 更 加 特 
别 地 , 仅 就 这 个 波动 方程 本 身 参 见 LIONS 和 MAGENES [22]), 我 们 有 : 


weHt, (35) 
并 继续 像 命题 4 的 证 明 那 样 处 理 , 我 们 证 明 , w EN 


8,w e L"'(0Mn cam (36) 
如 此 , 用 u — w E u, RIERS TERE B NL OM EX, 并 满 


Æ ðu e POM nU). 因而 , BR u Æ S Pes 

在 后 续 的 命题 3 nS Nix u M: 0M 上 为 零 , 并 
因而 满足 方程 (37). N 

步骤 2 J t) pond 以 某 个 方式 选取 , 使 得 在 

= (0,0) Ace S 我 们 记 C = (Cn, ¢’) A Fourier 空间 

中 的 对 侦 变 量 AR Sie a 我 们 有 

引 理 1 K rali es Mleuru 属于 H-VP-* (Rh x R;). 
WE BH 在 新 的 莹 是 用 Fourier 以 下 面 的 形式 写成 : 


Wo = [eau ev (38) 
并 有 


[ [ a 0 seaca < f 468160769 fea 
«c | IS(c)Pac « c J l(y)Pay. (39) 
这 个 正则 性 在 法 向 量 之 外 的 微 局 部 可 以 得 到 改善 : 
引 理 2 对 所 有 的 m= (p,q) € Com, HX q v, 我 们 有 : 


0,u Q 6omlamnv € H^. (40) 
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证 明 ”我 们 重新 考察 引 理 1 的 证 明 , 在 g 的 一 个 锥 形 邻 域内 , 那 是 一 个 包含 在 
SAX lGn| < Cl 的 锥 内 的 区 域 , 我 们 对 表达 式 (12-10) 71 19 (0)? 积分 , 如 此 得 到 


Jf. OHIPA < facio? Aa 
Ie | <Cl¢’| Icenl<Clc'| 

do|s(e)F 1+ |¢/))*dg, « 2€ [ [Sc Pac". 41 
< facisccyr f EHEN ac «26 f ISERP (41) 
DRS HT D 的 象征 为 7? -- |(|?( 当 系数 是 变量 时 , 要 做 一 些 显然 的 调整) 


TH, 在 特征 锥 7? — |c[? = 0 的 外 面 , 它 是 微 局 部 二 阶 椭圆 的 . 由 微 局 部 的 通常 做 
可 推出 , 对 所 有 的 非特 征 q, 我 们 有 : 


uc Ho Es ay. (42) 
步骤 4 我 们 关注 除去 一 0 tnb ugs Rg 经 知道, 由 引 理 
, 对 所 有 的 特征 点 m, 有 关系 式 (39). 在 m 点 有 入 (为 了 固定 思 


,我 们 取 r= I6], PR 37) 与 成 


` 面 的 形式 :: aes 
(r — |cl)u = (r + SENS N (43). 


0 此 , 在 这 个 邻 域内 , u 是 下 面 方 
| NS KÉS% Re |^ (M) 
Ut, d m TRILLION + ae <0 (s > 0 的 情形 是 一 样 的 ) 
WE AR 分 SS: V? 因而 , 总 之 我 们 证 明了 
C c HS)", 在 所 有 的 非 绕 射 的 特征 点 


命题 5 在 所 有 的 
V 我 们 有 uc He 


注 6 M 在 点 mo WE 凸 的 , 则 对 常 系数 方程 不 存在 绕 射 点 , 在 定理 1 
I 假设 下 , 由 命题 5 我 们 推出 , 在 mo 附近 , u 属于 常 义 的 Sobolev 空间 H12. 


步骤 5 这 一 步 专 注 于 计算 正则 性 , 在 一 个 非 绕 射 的 特征 点 附近 . 为 此 , 我 们 将 
用 微 局 部 乘 子 . 这 个 乘 子 的 构造 启发 自 MELROSE 和 SJOSTRAND [25] 的 工作 ， 
而 同样 也 启发 自 MORAWETZ, RALSTON 和 STRAUSS [26] 的 工作 . 它 是 CHEN 
3,7] IÈ L. F. HO [14] 中 引进 的 乘 子 (参见 LIONS [21]) 的 微 局 部 版 本 . 但 是 , 甚至 
对 最 简单 的 情形 : 常 系数 及 M 在 po 附近 是 凸 的 ， 只 用 局 部 而 非 微 局 部 乘 子 ， 好 像 
EE 不 可 能 得 到 一 个 局 部 的 证 明 的 . 总 是 使 用 变量 (ys, y^) 和 (Gn C), 同样 在 mo 的 附 
T, 将 M 等 同 于 半空 间 y. > 0, 我 们 引进 下 面 形 式 的 算 子 P: 


Ps Aol’, y’, Yn)Dn + Ai(C y, yn), (45) 
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此 处 ， AQ y yn), $= 1,2 是 关于 变量 Cy! 的 , 切 方向 的 拟 微分 算 子 以 参数 的 方式 
依赖 于 yn. Ao ERSAT, 而 A 是 一 阶 算 子 ; Dn 记 为 Yn 方 回 的 导数 . 

我 们 将 要 使 用 这 样 的 概念 , 一 个 算 子 的 本 性 支撑 集 (参见 TAYLOR 第 127 
页 ), 记 为 ES. 我 们 同样 要 记 II 为 从 T*(R* x R) BR" xR: 的 典 则 投影 . 最 后 , 我 
们 稍 许 特别 指明 一 下 坐标 y = (y ,yn) 的 选取 , 坐标 的 构造 方式 使 得 在 相应 的 基 下 ， 
算 子 口 将 写成 下 面 的 形式 : 


Du = a(z, t) (DÀ + r(y’,C/, yn))a(a, tu, (46) 


此 处 , a(z, t) 记 为 一 个 恒 正 自 无 穷 次 可 微 的 函数 (a (n, ule, t) 具有 同样 的 局 部 和 微 
局 部 正则 性 ; 因而 每 次 , 我 们 都 只 用 那个 合适 的 来 代替 u), ry’, C Yn) 1028 B HG 
AT, 关于 变量 (sc) 为 二 阶 的 ， SHOE CHO T ARLEN Yn. DORE A AEN) ( 参 
W, SJOSTRAND [31]). 在 这 个 变量 代 换 下 , Com ean (950,0 ba) [62 
r(y,£, ys) = 0, 而 Cow /R 等 同 于 T*(3M) Scan 


RA (VE) 的 集合 


Qe 3t LN an 
横 截 的 光线 相应 于 r(y ,eg Roane 于 NS LA. 
要 的 估计 由 下 面 的 引 理 给 出 ; SAN 
SHE 3 Ju Cu NUS 中 S aa U 内 ,满足 


关系 式 : 


| = SxS NU). (48) 
此 外 , BE OM 


面 的 性 质 : 
B ANS SÉ i= 0,1, (49) 
x Yn) lly] < P}, $ — 0,1. (50) 


| f (POujūdyndy’ 一 f (OPu)tldyndy’ 
Yn 20 yn>0 


那么 , 我 们 有 


«e f IDsu(y fay + lull), (51) 
Yn =0NU 


此 处 s 记 为 正 的 实数 , 并 最 终 取 很 大 的 值 . 

(在 (49) 和 (50) F, 6 和 p 是 两 个 适当 选取 的 小 的 数 , 而 ES" 记 为 算 子 A 关于 
变量 (y E) 的 本 性 支撑 集 .) 

证 明 (51) 式 第 一 部 分 的 第 一 项 显然 为 零 . 为 了 计算 第 二 项 , 我 们 利用 这 样 的 
事实 , 正则 解 在 可 延 拓 分 布 解 空间 中 (赋予 合适 的 局 部 范 数 ), 并 且 , 我 们 用 分 部 积分 . 
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主意 到 P 的 文 撑 集 性 质 , 边界 yn = 0 上 仅 有 的 贡献 , 不 足以 被 lull- 这 一 项 补偿 . 
有 用 这 样 的 事实 , 在 yn = 0 处 为 零 , 我 们 有 


f (OPu)idyndy = f ((D2 + r(y', C , Yn))Pujüdyndy’ 
yn>0 yn>0 


= f Ao(¢’, y',0)DnuDnūdy' + PuD? adyndy (52) 
Yn =0NU yn>0 


+ f (r(y', C, Yn) Pu)üdy,dy' = | Ao(¢’, y’, 0) DnuDniidy’ 
yn>0 Yn =0NU 


$ Pu(Dzü + r(y', C, yn)u)dyndy’ = f Ao(C ^, y, 0)Dnu Drudy’. 
yn>0 Yn =0NU 


这 就 证 得 引 理 3. 
引 理 4 对 所 有 的 下 面 形式 的 算 子 P. INA 


AA Ou — 0, 在 M Padi. N 式 : 


BUNA TF ag LIME: SX KS 
|(POu — OP u, QUEER e. & Null NS (55) 


WEBB ”我 们 回顾 SS ([0, o], Dy) 而 u EEE 
In < 0 处 用 零 的 延 ^N 
TEN A zd 8 óy,-o (56) 


D, NS 


利用 引 理 1 和 2 DUROS ARIANNA2); 我 们 注意 到 , 在 方向 C = 0 之 外 , Oy, AoDnu® 
ya=0 微 局 部 地 属于 空间 HNE. u 微 局 部 地 属于 空间 H1. 此 外 , 在 方向 C = 0 
IE, Oy, Ao Dau & 6y,-0 属于 空 s 间 五 -12-e, 但是, 在 这 个 方向 的 附近 , u 属于 空 
H] H2/3-e ,而 在 这 些 空间 中 的 半 范 数 的 上 界 可 以 被 下 面 的 量 控 制 | 


cf IDyu) P Vul. 
yn —0nU 


在 方向 6 = 0 的 附近 分 别 地 局 部 化 , 而 在 这 个 方向 的 外 面 , 我 们 因而 得 到 下 面 
的 上 界 控 制 : 


ulamnu = 0 Oy 


(LP; Oļu — [P, Olu, u)| = |(Dnu 8 by,,=0; &)| 


«e [ Daul’) Pay! + pullis | (57) 
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命题 3 证 明 的 结束 
现在 设 mo = (po, qo) 为 Cay 中 的 点 . RISKERA HIRT C, 在 mo 附近 是 微 
局 部 二 阶 椭圆 的 . 例如 , 我 们 可 以 以 如 下 形式 选取 C: 


Cu = (é(p) FeC la Fu), (58) 


lal 


C(p,q) = TOLET 是 C 的 象征 . 
为 了 结束 命题 3 的 证 明 , 必须 证 明 , 在 这 个 定理 的 假设 下 , E (Cu, u) 是 有 限 的 . 
引 理 5 看 在 一 阶 的 拟 微分 算 子 , 具有 下 面 的 性 质 


D, S] = c (59) 

I(ES(C)nM CU AD ae (60) 

在 (60) "P, U iA po 的 一 个 足够 小 的 邻 CA Xe 4 — 时 很 
小 ). SNL 

证 明 ”这 个 构造 既是 经 IREN SN CHARAZAIN 

[4] 或 HORMANDER [16]). SS Pe v S 的 (一 阶 ) ER 
征 : < 

JAS S MP we (61) 


在 (61) 中 Do 存在 一 个 方向 , 沿 着 这 
Ji, D mie Qe aw 4. 我 们 能 够 构造 (61) ee 
M\(U n M) 中 > KAS 到 下 面 5 的 展开 的 项 . 因而 , 9 可 写成 形 
IN S = S + So, 其 中 Se 91 为 一 阶 算 子 , 象征 为 S3, 我 们 有 

fu, Cu) = GD Shu) = Gu D. $0) + Gs, 89 (62) 


D, So] 是 一 个 一 阶 算 子 , 就 像 我 们 已 经 知道 的 , u 在 mo 的 附近 属于 HU, (62) 的 最 
后 一 部 分 的 第 二 项 是 有 限 的 . 因而 , 还 需要 证 明 的 是 , 项 (u, O, Siu) 同样 也 是 有 限 
的 . 我 们 利用 坐标 系统 (y, C), 它 是 在 引 理 1 中 引进 的 ; 我 们 同样 利用 波动 算 子 的 典 
则 形式 , 它 是 由 SJOSTRAND 引进 的 . 在 (0,£,) 的 一 个 小 的 锥 形 邻 域 之 外 , 我 们 将 
PR si(p,9) = s(y, C) 写成 下 面 的 形式 : 


s1(y,C) = ar(y’, yn, C) + aly’, yn, bn + aa (y, CGR + rly, C). (63) 


在 (63) 中 , ax 是 一 个 关于 C 一 阶 的 齐 次 函数 , oo 是 一 个 关于 C 零 阶 的 齐 次 函数 ， 
为 了 得 到 (63), 我 们 在 接近 C2 十 r(y C) 的 地 方 , 利用 除法 定理 (参见 HORMANDER 


344. Wi 2 双 曲 问题 中 的 控制 和 镇 定 (C. BARDOS, G. LEBEAU, J. RAUCH) 


16] 第 一 卷 第 7.5 W, 或 MALGRANGE [23]), 并 区 分 相 切 的 情形 和 横 截 的 情形 . 此 
外 , 我 们 置 


gu] (si(y, ¢) m arly’, Un; e + ao(y', Yn, CIE 本 r(y, C»). (64) 
我 们 用 Aly, Yn, CP) 记 和 象征 为 ai(y', yn, C) HAF (i = 1,2), 而 P AAT 
P = Aol’, Y, Yn) Dn + Av(C y^ ya). (65) 


P 是 一 个 满足 引 理 3 和 引 理 4 的 假设 的 算 子 . 在 (0, én) 的 一 个 任意 小 的 锥 形 邻 域 
之 外 , 我 们 有 


S,=P+A_,0+ S§, (66) 
其 中 , Aa 为 -1 阶 的 拟 微分 算 子 , 而 56 — cuge 子 . 因而 , 我 们 引进 投影 
AT E, 阶 数 为 零 , 在 (0, én) 的 一 个 小 邻 域内 起 截 质 像 我 们 知道 的 , u 属于 


HP, 自 此 以 后 , 我 们 用 常数 C; 记 所 有 形式 为 JW, RAN iade 
等 于 1 的 算 子 , 或 更 一 般 地 , 所 有 的 已 经 SS 门 是 下 面 量 
M Pe 

(67) 


gs 


从 (66) 出 发 ， Vie 
(u, Cu) =(u, [O, Siu CY oju) [Ny I SS 
=(£u, [O, S1 M1 
=(Eu,| = ME ANS 
ES RX I — Eju, [[O, $1], (I — E)]u) + C1 
=(Eu 1- QN NO, $i] — E)u) + C2 (68) 
a s Min 了 关系 式 (42), RAM (1 — E) 这 一 项 ， 
另 一 方面 , 我 们 利用 了 (66). 人 们 得 到 : 
(u, Cu) =(Eu, [D, P|Eu) + (Eu, [D], A 1] ECIu) + (Eu, (0, A-iJ[0, Eju) + Cs 
=(Eu, |O, P] Eu) + (Eu, |O, A-11E(D,u & 6)) + C4. (69) 


由 引 理 2, E(Dnu 8 8) 属于 H2, 又 因为 u JY. H2, 我 们 从 (69) 得 到 关系 
式 


(u, Cu) = (Eu, |D, P]Eu) + Cs = (u, [D Plu) + (E — Du, [D, P(E — Du) + Cs. (70) 


在 非特 征 方向 (0,6,) 的 附近 , u 属于 H9/2-5, 由 此 得 到 , (70) 第 二 部 分 的 第 二 
项 是 有 界 的 . 因而 , 我 们 得 到 


(u, Cu) = (u, [O, Plu) + Cv, (71) 
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注意 到 引 理 3 和 引 理 4, 这 就 完成 了 命题 3 的 证 明 . 


定理 A 中 (i) 意味 着 (ii) 的 事实 的 证 明 的 结束 

注意 到 命题 3, 这 一 点 是 MELROSE 和 SJOSTRAND 的 结论 的 结果 , 对 于 他 们 的 
结论 我 们 以 命题 1 的 名 义 做 了 回顾 . 只 要 证 明 对 固定 的 n, RITE u € H-n, n xQ). 
RINE Q = [79 n] xO, KERN u MSR ute 的 形式 , 其 中 we H'(Q) ELW Fu) = 
S HQ 是 紧 的 , WH (un) 是 闭 的 , 只 要 证 明 , ZET*(Q)UT*(0Q) 内 的 任意 一 点 附 
UE, 这 个 关系 成 立 就 行 , 我 们 接着 将 利用 单位 分 解 . 设 mi € T*(Q)U T* (8Q) T y 为 
一 条 过 mi = (21,4) 的 Ce 光线 . 由 几何 能 控 性 假设 , 至 少 存在 一 点 mo = (20, to) 
属于 ynTo. Xv 00 在 zo 附近 是 严格 凸 的 , 不 存在 绕 射 的 光线 , 且 由 定理 1, u 在 
(to, to) 附近 属于 H3. ABA, 我 们 引进 无 穷 次 可 微 函 数 (m, t), 文 撑 集落 在 (zo0,t0) 的 
一 个 小 邻 域内 , 且 在 这 一 点 ne gu 在 0M 总 是 为 零 , Bh 
满足 关系 
Ogu = 20,¢0;u — SR (72) 


ABA, 我 们 引进 函数 w, 下 面 方程 的 解 SN 
Ow = “eo yyy Me ES (73) 
加 上 边界 条 件 wlax =0 Sy 刻 au 


X, rud (74) 
w 是 落 在 H! 内 Ne ae 此 外 , 我 们 指出 , (72) 的 
成 


第 二 部 分 在 (xo, a ri teat w 也 同样 如 此 . 


MA, RIT Ca 
SI ON aa (75) 


其 中 ve HHQ) HÆ mo io = Ø (事实 上 , YE (xo, to) 附近 , (u 一 but w) 
恒 等 于 零 ). 利用 命题 1, 我 们 推出 , 在 点 mi 附近 , u 可 写成 两 个 函数 的 和 , —P RR 
v € H(Q), A uA mi 点 是 空 集 , 
绕 射 的 光线 的 存在 (只 要 Q 在 zo 点 不 是 严格 凸 的 , 就 会 有 ), 就 要 求 微 局 部 化 . 
我 们 重新 选取 坐标 系统 y = (ya, y), mo = (po, qo) = (0, (0, qb))， 我 们 设 (0,95) € 
T*(OM) 是 一 个 非 绕 射 点 ， 我们 引进 切 向 算 子 ，G0e ,yy un) 在 绕 射 的 锥 附近 无 穷 次 
正则 , 阶 数 为 零 , ELTE (0,95) 附近 微 局 部 地 为 1. Zu 满足 边界 条 件 , 在 po 附近 属于 
H3, 我 们 还 有 : 
OZu = (Z,Olu=g € P. (76) 
前 面 一 样 , 我 们 记 w 为 下 面 问题 的 解 


Lh» —g, wlaw =0, w(z, to) = Ow(z, to) = 0, (77) 
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我 们 将 u 写成 下 面 的 形式 
u =u — Zu + w+ Zu— w. 


Zu — w 属于 H*. 采用 MELROSE 和 SJOSTRAND [25] 中 (82) 的 微 局 部 部 分 , 可 
证 明 , 我 们 有 
(I — Z)w € C™((0, e]; R%). (78) 


由 此 , (0,95) 不 属于 W Fo(u — Zu +w). 那么 , 就 像 前 面 一 样 , 我 们 完成 了 证 明 . 


定理 A 的 断言 (ii) 意味 着 断言 (iii) 的 事实 的 证 明 
这 是 下 面 命题 的 目标 


命题 6 SH A 的 断言 (u) 成 立 , 则 表达 式 —<— 在 下 面 问题 


的 具有 有 限 能 量 的 解 集 上 ,定义 了 一 个 范 数 
Do D (79) 


ðu — ^u = 0 4 M < 
证 明 ”唯一 需要 证 明 的 是 下 面 的 关系 


ER S NS (80) 


意味 着 u AS. 为 此 , 我 们 记 N : NE E 为 具有 有 限 能 
量 的 解 空间 .由 于 命题 4, N La] s |B 人 MS 那么 Ou 同样 也 属于 
N. 我 们 由 此 推出 ， A H BONA git, (利用 H? 在 Hi 中 的 
紧 性 ) E 的 线性 映射 . 由 于 IN 是 有 限 
维 的 , 假如 它 不 是 Le okt 因而 , 存在 一 个 函数 
uc N, 满足 关系 < 是 常数 ). 我 们 因而 有 : 
S M = (81) 
由 于 在 To x (0,7) E, 我 1 e iln 由 此 , 我 们 推出 , u ÆI o x (0, T) 


内 为 零 . 由 于 u 是 带 有 Dirichlet 数据 的 波动 方程 的 解 , 它 到 处 为 零 
定理 A 的 断言 (ii) 意味 着 断言 (iii) 的 事实 的 证 明 
我 们 记 W 为 下 面 的 可 延 拓 分 布 解 u 的 空间 
Clu — 0 Æ M A, ulam — 0, (82) 
它 满足 下 面 的 关系 式 : 
0,u € L*(To x (0,T)) 


赋予 相应 的 范 数 . RINE E 为 具有 有 限 能 量 的 解 空间 , 记 为 属于 下 面 空间 的 解 的 
空间 
L?(Q x [0,T]) x H^! (Q x (0,7). 
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RITE G 为 空间 Le). 我 们 引进 几乎 不 具 正 则 性 的 分 布 空间 H (例如 m = 
H"? (To x (0,T))). BRAT T : u 一 0,u 是 从 FF 8] H 的 连续 的 单 射 . T EM E R 
GOT(F) c H WERNI. M E SI H RAE. 总 之 , 只 要 证 明 下 面 的 


命题 7 ( 迹 空间 里 的 闭 图 像 定理 ) 
我 们 考察 下 面 的 可 交换 图 : 


| |r 
GnT( —— T(F) cH 
我 们 设 , E, F, G fe H 3X Hilbert 空间 . (E 在 代数 意义 和 拓扑 意义 下 包含 在 
尺 中 ,而 G 在 代数 意义 和 拓扑 意义 下 包含 在 H Cor ME: IBIMODE;NOE ML 
的 范 数 和 数量 积 , 记 | 小 0) AGH HE A s i Fe i! 3529 XR] 


RA. RIBER, i Æ H wm UE 连续 单 射 , 而 其 在 EF 
EW FRA ZA E A) G 连续 的 . "Oy SOx 


| Vu (83) 
范 数 lel] 与 |Tel 是 xs SS 
证 明 ”注意 到 i 是 , 空间 E 赋予 范 数 || Tel’ 
后 是 完备 的 , 或 ik, SP 是 闭 的 . 我 们 记 Ww 为 这 个 空 
IRI. ME NA Man 
5|38 6 Drage quie 
那么 , 存在 W 中 的 序列 ux, 它们 在 已 中 


假设 从 W Ay it 
是 标准 正 交 的 , 满足 | 
lurl| < Ck-?. (84) 


事实 上 , 假设 这 样 一 个 序列 已 经 构造 到 了 N Br, 记 
= {u € W, (vw)r =0,7=1,.…,N}. 
TEE C, 使 得 我 们 有 , 对 所 有 的 we G' 
lu] < Cllull, (85) 


那么 G' 在 G 中 是 闭 的 ; 事实 上 , GC! 中 的 元 素 序列 w 在 W 中 收敛 , 由 (84), 它 也 
在 F 中 收敛 到 -一 个 元 素 u. 由 于 映射 工 是 从 下 到 五 连续 的 , 我 们 有 


T (u) — lim T(i(u)) — lim(T(u)). (86) 
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由 于 (86) 的 最 后 一 部 分 属于 G (T (uj) 在 G 内 是 Cauchy 的 ), 我 们 由 此 得 出 , u 
属于 E. 最 后 , 我 们 同样 由 (85) 推 得 , u 满足 关系 式 : 
(u,uj)e = 0, j =1,--- , N. (87) 


证 明了 u A G'. 如 此 , 在 (85) 的 假设 下 , G^ 是 闭 的 , 而 W 可 分 解 成 两 个 子 空 
JAA, 一 个 子 空间 是 有 限 维 的 , 一 个 子 空间 是 闭 的 , 且 从 其 上 到 F 的 插入 i 是 连续 
J. Jt, T W 到 FF RRA ESE, 这 与 假设 矛盾 . (85) 不 成 立 , 因而 , 存 
E G' 中 的 元 素 unis, 满足 


uvrill < CIN +1)? B. lus i| = 1. 


那么 , 我 们 考察 F 中 的 闭 子 空 s 间 F, 它 是 由 用 这 些 «Qu un Hilbert 基 产 生 的 . 
个 空间 的 所 有 元 素 可 写成 形式 u = Lx t 


ena am 
~, 序列 wx 满足 关系 式 (84), 因而 ， 级 数 n = NN 数 收敛 . 因而 
连续 ， y 


FI] T(uy) 在 E 中 按 范 数 收敛， 重新 利用 5 risus 
et enn T t frm 
: 间 之 间 的 同 构 , 这 意味 着 , F 是 有 a 理 6 的 证 明 就 


RRT. 
我 们 现在 证 明 命题 7. A 


因而 ， i g 是 W dfc SS 存在 E 中 的 序 


| us, 按照 范 数 ie 5|3 J| un YE F th Cauchy 的 ， 
而 收敛 到 一 个 元 R an 连续 的 , T(um) 在 H 中 收 全 
的 拓扑 比 H 的 拓扑 更 细 , 我 们 有 


| T(u). BI, oy) eh de is 
‘(u) =9 €G. nee. TE GOT(E) 在 G 中 是 闭 的 , 因而 , 它 是 完 
rh. 定理 A 的 证 明 就 完 N 


Neumann 问题 的 精确 能 控 性 


上 面 叙 述 的 很 多 结论 可 以 转 成 Neumann 问题 的 精确 能 控 性 . 相反 地 , 一 些 问 题 
; 然 是 未 解决 的 . 下 面 我 们 将 简短 地 将 情况 总 结 一 下 . 我 们 总 是 记 Do WT = 00 的 
TF, 记 K 为 6M WIE To x (0,7). 我 们 有 下 面 两 个 定理 . 


定理 A 下 面 的 四 个 断言 , 每 一 个 可 从 前 一 个 推出 ， 
(i) 所 有 的 光线 7 与 K 至 少 一 次 在 一 个 非 绕 射 点 相交 . 
(ii) 下 面 的 可 延 拓 分 布 解 


Du=0 在 Qx 了 Ri 内 ,Duvjaw — 0 (88) 


4 Neumann 问题 的 精确 能 控 性 


假如 还 满足 下 面 的 关系 式 : 
Vatu € L?(K), 


SRL 属于 空间 H3, 且 存 在 常数 C > 0, 使 得 我 们 有 
lella + lele) < Cllulltrs cy 


(在 (89) F, V, 记 为 关于 切 方向 的 导数 和 时 间 方 向 的 导数 的 梯度 ). 
(ii) 对 所 有 的 Cauchy 值 u(z,0), 0;u(z,0), 属于 


H? (9) x L*(Q), 


ARE BI g 属于 LK), 使 得 非 齐 次 Neumann 问 NN 
, july x(0,T) — g 


2u — Au = 0 在 M 内 AAS 
并 带 有 上 面 这 些 Cauchy 值 , 满足 : S 
T) = 


u(z, T) x fx RS NS 
(iv) 对 所 有 的 Cauchy 值 eee 0) s, NS 


S (DO ON 
存在 分 布 9, 支撑 集落 M A 
NS > (QM 
E SN 

Q 


INÇ) = O,u(z, T) = 0. 
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(89) 


(90) 


(91) 


定理 B' aanica eR Qew y, R5 K (KK £ OM 内 的 闭 包 ) 相交 , 并 且 至 


少 有 点 是 M 的 内 点 , 那么 , 断言 (iv), 更 不 必 说 其 他 的 那些 断言 , 都 不 成 立 . 


对 Neumann 问题 如 同 对 Dirichlet 问题 一 样 , 所 有 传播 的 结论 仍然 还 是 成 立 的 ， 


显然 , 定理 B 的 证 明 只 要 照抄 定理 B. 的 证 明 . 


为 了 证 明定 理 A’, 对 Neumann 问题 , 主要 的 困难 来 自 于 下 面 的 事实 : 对 Neu- 


mann 问题 , 命题 4 并 不 是 简单 地 类 似 , 更 加 精确 地 ,下面 问题 的 有 限 能 量 解 


Ou=07EQxR: A ulom =0 
一 般 并 不 满足 下 面 的 关系 式 


ulamnu € H (M nU). 


(92) 


(93) 
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似乎 是 (参见 ESKIN [9]) 并 且 这 个 事实 也 是 目前 的 工作 的 内 容 , (92) 的 解 在 边 
上 的 正则 性 应 该 不 是 一 个 局 部 结论 , 而 应 该 是 一 个 微 局 部 的 结论 . 相反 地 , 命题 3 
4 是 成 立 的 ( 它 的 陈述 既 不 涉及 Dirichlet 问题 , 也 不 涉及 Neumann 问题 ), 在 几何 能 
¥ 性 假设 下 ， 只 要 照抄 Dirichlet 情形 下 的 证 明 ， 我 们 可 得 到 对 下 面 问题 的 解 


Ou = 0 TE Q x R A O,u|aw = 0 
和 满足 条 件 
Va" tUlrox(0,7) € L? (To x (0, 7), 


Lbs E, 属于 有 限 能 量 解 空间 E. 同时 , 应 该 引进 久 Æ LO) 内 的 范 数 , 用 以 控制 那 
SHAR. 因而 , 它们 组 成 了 EB (一 般 也 是 不 同 的 ) 一 个 走 空间 F. 就 像 在 第 3 节 
PP 一 样 (Dirichlet 问题 的 精确 能 控 E), 我 们 能 够 证 明 


( (Va culi]? + July? )dode)?/? 
Dlox(0,7) 
这 个 空间 上 , 定义 了 一 个 范 数 (证 明 中 没 es COTE 
mek 我 们 由 此 推 


eee G (1 — 02)- 1 做 复合 (并 利 E: 得 
+, 问题 在 M 中 Du = 0, 在 nh L(K) 的 解 空 
Fo 被 包含 在 空间 XS 的 Neumann 问题 


的 解 空间 ) E- P. E 


SS 
定义 了 一 t&m Qv S f& LIONS [21] 中 的 定理 5.2 那样 


小 理 下 去 ， ik, mor. 3 节 中 那样 , 我 们 推出 , Neumann 问 
IUE ORE Ht, 没有 关于 空间 FAP’ 的 精确 的 信 
3, 还 是 能 够 推广 LIONS [21] 


ik ESAE x (0,7) 满足 几何 能 控 性 假设 ， 因 而 , $41 
B 够 引进 空间 F 的 带 有 Dirichlet 边界 条 件 的 波动 方程 、 并 满足 关系 式 Vreu € 
(To x (0,T)) 的 解 空间 . 这 个 空间 被 包含 在 空间 H! (能 量 有 限 解 空间 ) 中 , 但 是 与 
)irichlet 问题 的 情形 中 相反 , 它 不 与 H! 相同 . 现在 , 对 所 有 OM 的 子 集 K, 满足 关 
RIN Do x (0,7) c K, 我 们 能 相应 有 空间 G 的 带 有 Neumann 条 件 的 波动 方程 、 满 
BRAK Vou E L(K) 的 解 空间 . 我 们 将 有 G c F c m. 似乎 确实 有 , 但 还 没有 
导 到 证 明 (重新 采取 ESKIN [9] 的 思路 ), G 与 F 是 不 同 的 . 
注 8 在 这 个 附录 中 , 我 们 不 涉及 双 曲 问题 的 内 部 控制 (我 们 将 在 BARDOS, 
,EBEAU 和 RAUCH [2] 中 进行 报告 ), 也 不 涉及 方程 组 , 这 将 是 进行 中 的 另 一 个 工 
ERA. 
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定理 A 和 B 关心 的 是 控制 ; 我 们 当然 欢迎 一 个 类 似 的 镇 定 结论 . 为 了 简单 起 见 
我 们 将 设 (与 命题 1 的 叙述 比 起 来 , 并 参考 注 9) FE Q 的 边界 : T 是 两 个 不 相交 的 
非 空 连通 子 集 T， 和 To 的 并 . 我 们 将 考察 发 展 问题 ， 

Ou=0 TEM, —Ox Rf Pj (94) 
以 及 边界 条 件 
ulr, =0, Out A(z)O,ul|r, = 0. (95) 


在 (95) FF, A(x) 记 为 一 个 无 穷 次 可 导 的 函数 , 并 在 To 上 严格 地 为 正 . 
用 dru 乘 方程 (94), 并 分 部 积分 , 得 到 : 


5d ET AEN (96) 


”因而 ， RN S 
RRT L'(q)j 


{(u, v) = (u, du) |u € A NS 


赋予 通常 的 能 量 范 数 : 


ee 
SO RAR 

Nie S SEO O,u(z, t)) 
并 没有 定义 一 Ky maga x D 


在 这 个 半 群 和 为 Scattering 而 引进 的 半 群 之 间 存 在 相似 
之 处 , 为 此 ， its O 你 B 为 它 的 生成 子 . 最 后 , 我 们 同样 引进 E 为 
(94) 和 (95) 的 可 延 拓 分 > (u,O,u) 的 空间 , CE t= 0 时 的 Cauchy 值 属于 


E, 赋予 范 数 Julle = EANO 这 两 个 空间 重合 , 我 们 以 后 将 它们 等 同 
B 的 谱 由 有 限 重 的 特征 值 u 组 成 , 每 个 特征 值 相 应 有 特征 向 量 (urve). 对 下 
面 的 方程 


Uzuy— Auk = 0 (97) 
Flu, 36, 并 在 Q 上 积分 , 我 们 得 到 公式 
i i, (Ius + [Vern dz + [ (Xu)! }vg|2do = 0 (98) 


(ux = 0 的 情形 已 经 用 Poincaré 不 等 式 排除 了 ). 从 关系 式 (98) 我 们 推出 , B 的 特征 
值 不 能 是 纯 虚 数 ; 因而 , 它们 位 于 半 平 面 Rez < 0 内 . 这 是 与 边界 条 件 产生 的 和 ae 
收 相互 联系 的 . 
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在 同样 的 精神 下 , 我 们 将 证 明 
命题 8 对 所 有 具有 有 限 能 量 的 初始 值 o, RMA 


jim Z()6 = 0. (99) 


这 是 一 个 经 典 的 结论 , 在 外 问题 的 情形 , HH LAX 和 PHILLIPS [20] fil IWASAKI 
17) VERA. 在 内 问题 情形 , 这 更 加 容易 一 点 , 我 们 有 DAFERMOS [8] 和 HARAUX 
12] (对 非 线性 情形 ) 的 证 明 . 为 了 完整 起 见 , 我 们 给 出 一 个 属于 HARAUX 的 证 明 . 


WEBB ”因而 , RINE E(w)(t) 为 下 面 的 量 : 
BWH = 5 | (eu? + [vua 


寺 所 有 的 解 , 这 是 一 个 正 的 且 减 小 的 表达 式 . BV, 只 要 在 
s 属于 一 个 稠密 的 子 空 eld A 


司 为 D(B?) anh, Æ ¢ 属于 D(B?) INK (t) 和 
Z (tk) = BZ (tho Œ E PUR. 我 Say 
KAFEN po 的 解 . 此 外 , E(Z(t ee 
我 们 进而 有 S S 
jim n E(Z(t)9) = jim Se PG i lim 3 E(Z(s) oo), 


(100) 
AAR, (u, Ou) = AS 满足 (Z ok» E(¢.), 它 也 就 是 下 面 的 关系 
pul? (A(x)) lüyu|*de (101) 

To 
E, u FI Ole 两 个 在 To Smee i 应 用 Holmgren 定理 (参见 
ER | [15], 第 129 页 , 定理 5. 门 由 此 推出 , u 并 且 因 而 po BEFFE. 这 个 就 


绰 很 快 地 结束 命题 8 的 证 明 . , 这 个 命题 没有 说 到 收敛 速度 , 这 个 Ru 
的 几何 特性 
我 们 将 称 集 合 To 在 几何 意义 上 使 问题 镇 定 化 , 假如 存在 有 限 的 时 间 T, 使 得 
"o x (0,77) 在 几何 意义 下 控制 了 这 个 问题 , 
那么 , 我 们 有 


定理 C 我 们 假设 , 存在 一 条 光线 y 不 与 To x RT 相交 , 并 至 少 有 一 点 在 M 的 
ASR. 那么 , 当 t 趋 于 无 穷 大 时 , Z(t) 任意 慢 地 趋 于 零 . 更 加 精确 地 , 对 所 有 的 <> 0 
义 及 所 有 的 有 限 T, 存在 初始 值  — (u(x, 0), Beu(z,0)), 使 得 我 们 有 


lélg =1, GZ 的 外 >1 一 se， Vv,0gt<T. (102) 
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证 明 ”我 们 固定 T, 以 及 一 个 yn((z,t)|0«t« T} 的 与 To x (0, 不 相交 的 
邻 域 U. 根据 RALSTON [29] 和 TAYLOR, 对 所 有 的 e > 0, 存在 函数 we 为 下 面 问 
题 的 解 

Du =0 在 M 内 uclax =0 (103) 
并 且 局 部 在 y 的 附近 ; 也 就 是 说 , 满足 关系 式 
[uellz(ox(,;r) =1, luel aax TUNo) < € (104) 

由 此 可 得 , 它 在 法 线 方向 的 导数 在 Fo x (0,77) 上 的 限制 , 在 L2(Do x (0, T)) 中 被 

Ce 控制 了 上 界 (利用 命题 4). 那么 , 我 们 引进 ve 为 下 面 问题 的 解 : 


Du. =0 TEMP, vejam\rox(0,7) = 0, SS T) = A(x)8,ue 


(105) 
以 及 作为 Cauchy f&: 
ve(z,0) = ope 0) = (106) 
方程 (105) FEV) Ve, 并 在 Q x (0, A 


E 
d ys S RS lOvel do 


E Lo" ow (107) 
~~ 并 利用 Gronwall 引 理 , 从 (105) 


利用 事实 
和 (106) 我 介 


( So Sef ?)dz)(1) < Ce. (108) 


由 此 可 得 (在 这 个 构造 中, 将 所 有 的 e 都 换 成 e/C, 其 中 C 适当 选取 ), o 
(we — Ve, Otte — Oeve)/||Pe(0)|| 即 满足 下 面 这 些 关系 式 : 


delle —1, l|Z(2)494»1-—e Yt, 0<t<T. 


这 就 结束 了 定理 C 的 证 明 . 


定理 D 我 们 假设 Do 在 几何 意义 上 镇 定 化 这 个 问题 . 那么 , 存在 常数 M 以 及 
常数 D > 0, 使 得 我 们 有 : 


IZO « Me ?*, Vt>0. (109) 


证 明 ”证明 的 组 成 在 于 采用 第 3 节 中 的 思路 
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关键 之 点 在 于 证 明 下 面 的 


命题 9 RT 满足 所 有 的 光线 y 与 To x (0,T) 在 一 个 非 绕 射 点 至 少 相 交 一 次 ， 
KON 为 下 面 的 发 展 方程 在 Q x 了 t+ 内 的 可 延 拓 分 布 解 的 空间 


Du=0 £Q2xR A (110) 
以 及 边界 条 件 
ulr, =0, u A(z)Ó,u|r, = 0, (111) 
它们 满足 关系 式 
Ó,u|rox(o,r) € L?(Lo x (0,T)) 以 及 opr € x (0, T)), (112) 


那么 ，N 与 那些 有 限 能 量 解 重合 er 


/au T)? +|Vu(z, Ddr < ENS oe (113) 
我 们 首先 证 明 , 3x4 Nt SM 


o= f qae (x, RK KS xo 0)|*) da 


“I POR 
D 


Ba: 


2E(T)- Sm (114) 


+ 
其 中 C 严格 为 正 . 从 (1 N 


eO < (14- C) 1 E(0), 


文 足 够 证 明定 理 D. 


命题 9 的 证 明 
这 个 证 明 分 解 成 几 个 引 理 . 


引 理 7 设 po 是 9M 的 一 个 点 , 设 以 是 一 个 可 延 拓 分 布 , 在 mo 的 一 个 邻 域 呆 
内 , 满足 关系 式 


Du=0 在 Q 内 ,Owulamnv € L'(0M NU) 以 及 Bulamnv € L'(0M QU), (115) 


RAE po 的 一 个 邻 域 U, 使 得 我 们 有 ulamnv € Hi(9M nU). 
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证 明 ”我 们 回 到 这 样 的 情形 , 在 po — 0 的 附近 , M 等 同 于 半空 间 yn > 0, 我 们 
考察 积 


JOEP + DIR, Pakar, 
= (eur) 是 y 的 对 个 变量 , Fo 是 关于 这 些 变量 的 Fourier 变换 
由 于 我 们 有 ulom € Z2(8M), 对 所 有 的 C > 0 我 们 有 : 


| (IEP + |r|?) |For (c^, 0)|2€’dr < +o0. (116) 
jE I<Cir] 


因而 , 只 需 证 明 , 对 所 有 严格 小 于 1 的 d, 积 


Ja EP rue Qa a 
d|&|»Irl 


是 有 限 的 . 但 是 范围 dt'| > |r| REEE. nef. TAYLOR [33] 第 
EAP 


204 页 的 计算 证 明了 , RÆ ð ulom € we iX eS 


我 们 记 W 为 下 面 的 可 延 拓 分 布 mS 
+ SO NRI Q (117) 


ulr, = 0, Be S? amy (0, T). (118) 
在 00 x (0, T) m ore uf} 
=0 AA Ou eo; ANN — 0, 其 中 A(x) > 0. (119) 


Ee Z 内 对 t > 0 是 适 定 的 , 我 们 可 以 很 方便 地 采用 
MELROSE 和 a Ne 仑 文中 一 样 处 理 (只 有 第 2 节 这 一 局 
部 部 分 需要 调整 ), 我 NS 
WH 10 AAO 的 边界 是 两 个 不 相交 的 连通 子 集 的 并 工 二 Ti UT2. 它们 中 
的 一 个 最 终 可 能 是 空 的 . 我 们 考察 问题 在 M 内 Du = 0 的 可 延 拓 分 布 解 ,满足 边 
AE 
(Ci) ulr, 20. A (C5) ut A(z)Ovulr, = 0, 


此 处 , 和 (ZT) 为 严格 正 的 , EG AE FBR, | 
那么 , 对 所 有 的 Cee 光线 7, 落 在 A, 我 们 有 下 面 的 性 质 : 


(xo, to, gq) € Xu € WH (u) > f(z,t,q) € Ea N yit > to} àW Eu) = {0}. (120) 


我 们 利用 (120) 来 证 明 , AE To 上 的 一 个 非 绕 射 点 mo 的 附近 , u 可 微 局 部 地 
写成 两 个 函数 的 和 , 一 个 函数 w 属于 A, BARRA w 满足 mo € WH (w), 则 这 
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“性 质 在 以 后 继续 成 立 , 即使 7 重新 与 Ts 在 一 个 绕 射 点 相交 . 进一步 , 就 像 定理 8 
证 明 那 样 , 我 们 由 此 推出 , 对 于 o 足够 地 小 , RITE, 对 所 有 的 u € W, 
ulox(r-o,rj € H*(Q x (T — p,T)). (121) 


ME, u 是 一 个 Cauchy 问题 的 解 , 对 一 个 如 E (T — p, T), 满足 


(u(x, to), u(x, to)) e HHO) x LAQ) (122) 
人 及 下 面 的 边界 条 件 (利用 引 理 7) 
Ulr;xpor] — 0, wulrsxporj € H* (To x (0, T]). (123) 


由 此 , 我 们 推 得 , u 属于 HHO x [0,T]), 以 及 W MRL EARE EH 
auchy 值 落 在 E 内 的 那些 解 重合 . 


引 理 8 表达 式 | SS E 
Jf... AX : (S NS 


LB 上 定义 了 一 个 范 数 KS N 
证 明 RIIE N 为 满足 人 RS So ON 


S (124) 
wanes PRD 
"S » qose s ul?do = 0 
SAN 


们 看 到 , N 是 Eng RI 属于 N, 那么 2w 同样 也 属于 其 中 , 我 们 
1 此 推出 , u 事实 上 属于 H?( . 因而 , N 是 一 个 有 限 维 空间 , 0, 在 其 中 有 
:用 . 因而 , 存在 一 个 不 恒 等 于 零 B jen u. 这 个 函数 在 Q x (0, D) 内 满足 
d. 


pu- ^u-0, ul xr) = 9 Eulryx(or) = Oulryx 0,7) = 0. (125) 


我 们 由 此 推出 , 它 在 Q x (0,77) 内 恒 等 于 零 , 因而 , CH) Cauchy (HAE. 

为 了 结束 命题 9 的 证 明 , 现在 , 只 需 利用 命题 7 (在 迹 空 间 中 的 闭 图 像 定理 ). 本 
述 中 的 空间 E, 当然 , 重合 于 同样 也 记 为 的 具有 有 限 能 量 Cauchy 值 的 解 空 间 . 
间 F Té (94), (95) 的 解 空间 , 这 些 解 在 OQ x (0,T) 内 的 限制 落 在 HH x (0,T)) 
J. T 为 这 些 解 在 To x (0,T) 上 的 限制 . G 是 空间 HL (To x (0,T)), 而 H Æ, 例如 ， 
[SS PS 0; 1). 
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注 9 与 注 1 中 一 样 , 在 没有 病态 的 光线 存在 时 , 通过 专注 于 边界 光线 上 的 奇 
VE, 我 们 能 证 明 , 定理 C 和 D 给 出 了 镇 定 的 必要 和 充分 条 件 . 

注 10 ”在 这 一 他 的 叙述 和 证 明 中 , 我 们 已 经 考察 了 一 种 情形 , 其 中 边界 To 和 
Ti 是 不 相交 的 . 对 一 个 更 加 一 般 的 情形 , 主要 的 困难 , 当然 , 源 自 那些 边界 条 件 改变 
类 型 的 点 . 对 于 下 面 的 边界 条 件 


A(x) OLu + p(x)Opu = 0 (126) 


位 于 全 部 的 o0, 对 于 正 的 时 间 , 问题 是 适 定 的 , 只 要 和 (x) 和 ula) 都 是 正 的. 然而 ， 
E A E A 的 一 个 点 p 处 到 二 阶 为 零 , 则 奇 性 传播 定理 在 这 一 点 不 再 成 立 . 我 们 能 
够 构造 解 , 对 所 有 t > 0, 它 在 这 点 附近 具有 奇 性 . 利用 TAYLOR 的 推理 方法 , 我 们 
就 可 证 明 , 不 可 能 镇 定 化 这 种 解 . 我 们 可 以 用 两 种 方 ; 这 个 困难 . 
(i) 蔡 代 条 件 (126), A QS 
(127) 


Opu +À E QN 
其 中 A € Co, 并 在 工 的 子 集 To 上 ejos e 的 镇 定 . 那么 ， 
1l 


由 于 常数 是 Ou = 0 以 及 条 件 (111) ,为 Ae 一 个 不 相交 的 子 
集 , 在 那里 我 们 有 Dirichlet hese aon 我 们 能 够 
建立 镇 定 的 充分 条 件 . 


微 局 部 版 本 的 Ha ee 情形 (GRISVARD 
[11]), 与 边界 


注 11 i Z( — 设 o(B) 和 o(Z(t)) 是 这 些 算 子 
的 谱 . 我 们 知道 ， mos e&(Pc o(Z(t)), E ZO 的 所 有 非 零 的 特征 值 都 是 B 
的 特征 值 的 像 (参见 PA a). Bin, 不 可 几何 镇 定 化 的 情形 ,就 像 在 LAX 和 
PHILLIPS 的 半 群 情形 一 样 N 相 当 于 在 单位 圆 内 出 现 半 群 Z (0) 的 连续 谱 . 


(ii) 将 命题 3 的 i Sed t NS 的 边界 (在 ON 内 ) 由 
KOMORNIK ll Z E A (xr) 般 地 , 必须 (进行 中 的 工作 ) 使 用 
ny fi 
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